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专题 36 切线的条数

【方法点拨】

1.按照过一点求切线方程的一般步骤，设切点、求斜率得切线方程、点代入，将切线

的条数问题转化为方程解的个数问题；是否存在切线转化为方程有无解的问题.

2.有时也可考虑相切为“临界状态”，利用参数的几何意义确定参数的取值范围.

【典型题示例】

例 1（2022·全国新高考Ⅰ卷·15）若曲线 ( ) xy x a e  有两条过坐标原点的切线，则a的

取值范围是___________．

【答案】 ( , 4) (0, )   

【解析】易知曲线不过原点，故 0a 

设切点为  0
0 0, ( ) xx x a e ，则切线的斜率为 0

0 0( ) ( 1) xf x x a e   

所以切线方程为 0 0
0 0 0( ) ( 1) )(x xy x a e x a xe x   

又因为切线过原点，所以 0 0
0 0 0( ) ( 1 () )x xx a e x a e x    

即
2

0 0 0x ax a 

又因为切线有两条，故上方程有两不等实根

所以 2 04aa    ，解得 4a   ，或 0a 

所以 a的取值范围是 ( , 4) (0, )    ．

例 2 (2022·江苏南京一中学情调研模拟检测·8)若函数   lnf x x 与函数

2( ) ( 0)g x x x a x    有公切线，则实数 a的取值范围是（ ）

A.
1ln ,
2e

  
 

B.  1, 

C.  1, D.  2,ln 

【答案】B
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【分析】由于 2( )g x x x a   中要求 0x  ，故考虑当 =0x 时的公切线所对应的实数 a的

值为临界值，当 a增大时，抛物线沿直线
1=
2

x  上移，公切线与 2( )g x x x a   相切的

切点左移，横坐标减小，故所求大于此时 a的临界值.

【解析】先求当 =0x 时，曲线 2( )g x x x a   的切线方程

∵ ( ) 2 1g x x   ， (0) 1g 

∴曲线 2( )g x x x a   的切线在 =0x 处的切线方程为 y a x  ，即 y x a 

再求当曲线   lnf x x 与直线 y x a  相切时（即直线 y x a  为公切线） a的值

设曲线   lnf x x 与直线 y x a  相切时切点为  0 0, lnx x

则由导数的几何意义得  0
0

1 1f x
x

   ，解得 0 1x  ，切点为  1,0

将  1,0 代入 y x a  得 1a  

∵当 a增大时，抛物线 2( )g x x x a   沿直线
1=
2

x  上移，公切线与 2( )g x x x a   相

切的切点左移，横坐标减小，即切点的横坐标小于 0

∴故所求 a大于此时 a的值，即 1a   .

例 3 （2022·全国甲卷·文 20改编）已知函数 3 2( ) , ( )f x x x g x x a    ，曲线 ( )y f x

在点   1 1,x f x 处的切线也是曲线 ( )y g x 的切线,则实数 a的取值范围是 ．

【答案】 1, 

【分析一】由于 2( )g x x a  中 a的几何意义为截距，故只需求出 3( )f x x x  、

2( )g x x a  相切时 a的值，将 2( )g x x a  图象往上平移，即 a增大，即为所求.

【分析二】设出 ( )g x 上的切点坐标，分别由 ( )f x 和 ( )g x 及切点表示出切线方程，由切线重

合表示出 a，构造函数，求导求出函数值域，即可求得 a的取值范围.

【解析一】设公切点为  3
0 0 0x x x，
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则

3 2
0 0 0

2
0 0

+

3 1 2

x x x a

x x

  


 
，解之得

0

1
1

a
x
 

 
或

0

5
27

1
3

a

x

 

  


（不符合题意，舍去）

故 a的取值范围为 1,  .

【 解 析 二 】 2( ) 3 1xf x   ， 则 ( )y f x 在 点  1 1( ),x f x 处 的 切 线 方 程 为

   3 2
1 1 1 13 1 ( )y x x x x x     ，整理得  2 3

1 13 1 2y x x x   ，

设该切线与 ( )g x 切于点  2 2, ( )x g x ， ( ) 2g x x  ，则 2 2( ) 2g x x  ，则切线方程为

 2
2 2 22 ( )y x a x x x    ，整理得

2
2 22y x x x a   ，

则

2
1 2

3 2
1 2

3 1 2
2
x x
x x a

  

   

，整理得

22
2 3 3 4 3 21
2 1 1 1 1 1

3 1 9 3 12 2 2
2 2 4 2 4
xa x x x x x x

 
         

 
，

令
4 3 29 3 1( ) 2

4 2 4
h x x x x    ，则 3 2( ) 9 6 3 3 (3 1)( 1)h x x x x x x x       ，令

( ) 0h x  ，解得
1 0
3

x   或 1x  ，

令 ( ) 0h x  ，解得
1
3

x   或0 1x  ，则 x变化时， ( ), ( )h x h x 的变化情况如下表：

x 1,
3

   
 

1
3


1 ,0
3

  
 

0  0,1 1  1,

( )h x  0  0  0 

( )h x 
5

27 
1
4  1 

则 ( )h x 的值域为 1,  ，故 a的取值范围为 1,  .

例 4 （2022·江苏南通期末·16）已知函数 3( ) 2f x x ax  ，若 a∈R时，直线 ( 2)y k x 

与曲线 ( )y f x 相切，且满足条件的 k的值有且只有 3 个，则 a的取值范围为_________．
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【答案】 (0,8)

【分析】利用过点 (2,0) 的曲线的切线有 3 条，构造函数，借助函数有 3 个零点求解作答.

【解析】由 3( ) 2f x x ax  求导得： 2( ) 6f x x a   ，

设直线 ( 2)y k x  与曲线 ( )y f x 相切的切点为 3( , 2 )t t at ，

于是得 2( ) 6k f t t a   ，且 32 ( 2)t at k t   ，则 32k t ，

显然函数 32t 在 R上单调递增，因直线 ( 2)y k x  与曲线 ( )y f x 相切的 k的值有且只有 3

个，

则有直线 ( 2)y k x  与曲线 ( )y f x 相切的切点横坐标 t值有且只有 3 个，即方程

2 36 2a t t  有 3 个不等实根，

令 3 2( ) 2 6g t t t a   ，求导得： 2( ) 6 12 6 ( 2)g t t t t t     ，当 0t  或 2t  时， ( ) 0g t  ，

当0 2t  时， ( ) 0g t  ，

即函数 ( )g t 在 ( ,0) ， (2, ) 上递增，在 (0,2) 上递减，当 0t 时， ( )g t 取得极大值

(0) g a，当 2t  时， ( )g t 取得极小值 (2) 8g a  ，

方程 2 36 2a t t  有 3 个不等实根，当且仅当函数 ( )g t 有 3 个不同的零点，因此
0
8 0

a
a


  
，

解得0 8a  ，

所以 a的取值范围为 (0,8) .

故答案为 (0,8) .

例5 若函数 2( ) 1f x x  的图象与曲线C: ( ) 2 1( 0)xg x a e a    存在公共切线，则实数 a

的取值范围为

A． 2

20,
e

 
  

B． 2

40,
e

 
  

C． 2

1 ,
e
  

D． 2

3 ,
e
  

【答案】A

【分析】本道题结合存在公共切线，建立切线方程，结合待定系数法，建立等式，构造新函
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数，将切线问题转化为交点问题，计算 a的范围，即可．

【解析】设函数  f x 的切点为  2
0 0, 1x x  ,该切线斜率 02k x ,

所以切线方程为
2

0 02 1y x x x   ,

 g x 的切点为  1
1, 2 1xx ae  ,所以切线方程为 1 1 1`

12 2 2 1x x xy ae x ae x ae    ,

由于该两切线方程为同一方程，利用待定系数法，可得

1 1 12
0 0 12 2 , 1 2 2 1x x xx ae x ae x ae       ,解得 1

0 0 1, 2 2xx ae x x  

得到新方程为 1
12 2 xx ae  ,

构造函数      2, 1xh x e t x x
a

   解得  2 1xe x
a

  ,表示  h x 与  t x 存在着共同的交点,而

 t x 过定点  1,0 ,得到  h x 过  1,0 的切线方程,设切点为  2
2 , xx e ,则  2 1xy e x  ,该切点在

该直线上,代入,得到  2 2
2 1x xe e x  ,解得 2 2x  ,

所以直线斜率为 2k e ,要使得  h x 与  t x 存在着交点,

则
2 2k e

a
  ,结合 0a  ,所以 a 的取值范围为 2

20,
e

 
  

，故选 A．

例 6 (2021·全国Ⅰ卷)若过点  ,a b 可以作曲线 exy  的两条切线，则( )

A． eb a B． eb a C．0 eba  D．0 eab 

【答案】D

【分析】结合已知条件，利用导数的几何意义将问题转化成函数的交点问题，然后通过构造

新函数，并求出新函数的单调区间以及最值，利用数形结合的方法即可求解.
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【解析】设切点  0 0,x y ， 0 0y  ，因为 ' exy  ，即 0

0

'
| exx xy   ，

则切线方程为 0e ( )xy b x a   ，

由
 0

0

0 0

0

e
e

x

x

y b x a
y

   



得  0

0e 1x x a b   ，

则由题意知，关于 0x 的方程  0
0e 1x x a b   有两个不同的解．

设  ( ) e 1xf x x a   ，则 ( ) e (1 ) e e ( )x x xf x x a x a        ，

由   0f x  得 x a ，

所以当 x a 时，   0f x  ，  f x 在 ( , )a 上单调递增；

当 x a 时，   0f x  ，  f x 在 ( , )a  上单调递减，

所以 ( )f x 的最大值为 ( )f a   e 1 e 0a aa a    ，

当 x a 时， 0a x  ，所以   0f x  ，

当 x时，   0f x  ；当 x时，  f x ，

故 ( )f x 的图像如下图所示：

故0 eab  ．

故选:D．

【巩固训练】
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1.过定点  1,P e 作曲线  0xy ae a  的切线，恰有 2 条，则实数 a的取值范围是______．

2.若函数 ( ) lnf x x 与函数 2( ) 2 ( 0)g x x x a x    有公切线，则实数 a的取值范围是

（ ）

A．
1(ln , )
2e

 B． ( 1, )  C． (1, ) D． ( ln 2, ) 

3.若存在实数 ,a b，使不等式 212 ln
2

e x ax b x e    对一切正数 x都成立（其中 e为自然

对数的底数），则实数 a的最大值是（ ）

A． e B． 2e C． 2 e D． 2

4.若过点  1,P m 可以作三条直线与曲线 : xC y xe 相切，则 m的取值范围是（ ）

A． 2
5 ,0
e

  
 

B． 2
5 ,e
e

  
 

C．  0,  D． 2
3 1,
e e

   
 

5.已知函数 2( )f x ax ， ( )g x lnx ，若曲线 ( )y f x 与 ( )y g x 有两条公切线，则实数 a的

取值范围是 ．

6.若曲线 2
1C y x： 与曲线 2 ( 0)

xeC y a
a

 ： 存在公共切线，则实数a 的取值范围

为 ．

7.已知函数 3 2( ) 3 1f x x x   ，若过点 (1, )P m 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，则实数m的取

值范围是 ．

8.已知函数 3( )f x x ax  ，若过点 (1,1)P 只有一条直线与曲线 ( )y f x 相切，则实数 a的取

值范围是 .

【答案或提示】

1.【答案】  1,
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【分析】设切点为 0
0( , )xx ae ，利用导数几何意义求得切线方程为 0

0( 1)xy ae x x   ，由题意

知
0

0(2 )x
ea

e x


 在 0 2x  上有两个不同解，构造 ( )
(2 )x
eg x

e x



且 2x  ，利用导数研究单调

性及值域，进而确定 a的范围.

【解析】由 xy ae  ，若切点为 0
0( , )xx ae ，则 0 0xy k ae    ，

∴切线方程为 0
0( 1)xy ae x x   ，又  1,P e 在切线上，

∴ 0
0(2 )xae x e  ，即

0
0(2 )x

ea
e x


 在 0 2x  上有两个不同解，

令 ( )
(2 )x
eg x

e x



，即原问题转化为 ( )g x 与 y a 有两个交点，而 2

( 1)( )
(2 )x
e xg x
e x

 


，

（1）当 2x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 递增，且 lim ( ) 0
x

g x 


 ，

（2）当 2 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 递增；当 1x  时， ( ) 0g x  ， ( )g x 递减；

∴    1 1g x g  ，又 lim ( )
x

g x


，1 2x  时 ( ) 0g x 且 2
lim ( )
x

g x


，

∴要使
0

0(2 )x
ea

e x


 在 0 2x  上有两个不同解，即  1,a  .

故答案为：  1,

点评：

作为填空题，本着“小题小做”的策略，只需先求出点  1,P e 在曲线  0xy ae a  上

时 a的值为 1a  ，此时，过点  1,P e 曲线的切线洽有一条，从形上看，当 a增大时，切线

就有两条，故答案为 1a  .

2.【答案】A

【解析】设公切线与函数 ( ) lnf x x 切于点 1 1 1( ln )( 0)A x x x ， ，则切线方程为

1 1
1

1ln ( )  y x x x
x ；设公切线与函数 2( ) 2g x x x a   切于点

2
2 2 2 2( 2 )( 0)B x x x a x，    ，则切线方程为

2
2 2 2 2( 2 ) 2( 1)( )y x x a x x x      ，

所以有
2

1

1 2( 1)x
x

  

ln x1 1 x2

2  a

，
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∵ 2 10x x  ，∴
1

10 2
x

  ．

又

2 2

1
1 1 1

1 1 1 1ln 1 1 ln 2 1
2 4

a x
x x x

   
           

   
，令

1

1t
x

 ，∴

210 2 ln
4

t a t t t，     ．

设
21( ) ln (0 2)

4
h t t t t t     ，则

21 1 ( 1) 3( ) 1 0
2 2

th t t
t t

 
     ，∴ ( )h t 在(0，2)

上为减函数，则
1( ) (2) ln 2 1 ln
2

h t h
e

     ，∴
1ln
2

a
e

   
 

， ，故选 A．

3.【答案】C

【解析】存在实数 ,a b，使不等式 212 ln
2

e x ax b x e    对一切正数 x都成立，要求 a的

最大值，临界条件即为直线 y ax b  恰为函数
21( )=2 ln , ( )

2
f x e x g x x e  的公切线.

设 ( )=2 lnf x e x的切点为 1 1 1( , )( 0)x y x  ，
1

2 2( )= ,e ef x a
x x

   .

设
21( )

2
g x x e  的切点为 2 2 2( , )( 0)x y x  ， 2( )g x x a x   ， ,

所以 2 1 2
1

2 = , 2ea x x x e
x

   .

由题得

2
1 2

2 1 2
1 2 1

12 ln 22 , 2ln 3 0
e x x e ea x x

x x x

 
     


.

设 1 1 12
1

2( ) 2ln 3( 0)eh x x x
x

    ，

所以

2
1

1 3 3
1 1 1

2 42 4( ) x eeh x
x x x

    ，

所以函数 1 1 2
1

2( ) 2ln 3eh x x
x

   在 (0,2 )e 上单调递减，在 (2 , )e  单调递增.
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又
2( ) 2 ln 3=1+2 3=0eh e e
e

    ，

当 1x 时， 1 1 2
1

2( ) 2ln 3 0eh x x
x

    ，

所以方程另外一个零点一定大于 2 e .

所以方程小的零点为 e，

所以 max
2 2ea e
e

  .

故选：C.

4.【答案】A

【解析】设切点为  0 0,M x y ，

∵ exy x ，∴  1 exy x   ，

∴M处的切线斜率   0
0 1 exk x  ，则过点 P的切线方程为

   0 0
0 0 01 e ex xy x x x x    ，

代入点 P的坐标，化简得   02
0 0 1 exm x x    ，

∵过点  1,P m 可以作三条直线与曲线 : exC y x 相切，

∴方程   02
0 0 1 exm x x    有三个不等实根.

令    2 1 exf x x x    ，求导得到    2 2 exf x x x     ，

可知  f x 在  , 2  上单调递减，在  2,1 上单调递增，在( )1,+¥ 上单调递减，

如图所示，故  2 0f m   ，即 2

5 0
e

m   .

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

14 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

故选：A.

5.【答案】
1(
2e

， )

【解析一】根据二次函数和代数函数的性质得：

当 ( ) ( )f x g x 时，曲线 ( )y f x 与 ( )y g x 有两条公切线，

即 2ax lnx 在 (0, ) 上恒成立，即 2

lnxa
x

 在 (0, ) 上恒成立，

设 2( ) lnxh x
x

 ， 3

1 2( ) lnxh x
x

  ，令 3

1 2( ) 0lnxh x
x

   ， x e ，

即
1( )
2maxh h e
e

  ，因此，
1
2

a
e

 ，

【解析二】取两个函数相切的临界条件：

2
0 0

0
0

12

ax lnx

ax
x

 

 


，解得 0x e ，
1
2

a
e

 ，

由此可知，若两条曲线具有两条公切线时，
1
2

a
e

 ，

故 a的取值范围是
1(
2e

， ) ．

6.【答案】
2

,
4
e 


 

【提示】取对数转化为曲线 2 lny x 与直线 lny x a  有交点，临界状态是相切.
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7. 【答案】  5,3

【解答】 设切点为 0(x ， 3 2
0 03 1)x x 

切线斜率为： 2
0 0 0( ) 3 6k f x x x  

切线方程为： 3 2 2
0 0 0 0 0( 3 1) (3 6 )( )y x x x x x x      ①

又切线过点 (1, )P m ，带入①化简为： 3
0 02 6 1m x x   

令 y m 与 3
0 0 0( ) 2 6 1h x x x   

( 1) 5h    ， h（1） 3 ， (0) 1h   ；

2
0 0( ) 6 6h x x    ，令 0 1( ) 0 1h x x     ， 2 1x  ；

0( )h x 在 ( , 1)  ， (1, ) 单调递减， ( 1,1) 上单调递增；

过点 (1, )P m 可作曲线 ( )y f x 的三条切线，即存在三个 0x ，也即是 y m 与 ( )h x 有三个交点．

故如图所知： 5 3m   ．

8.【答案】    ,0 1,  

【解析】设过点 (1,1)P 的直线与曲线 ( )y f x 相切于点 0(x ， 0 )y ，

则 3
0 0 0y x ax  ，且切线斜率为 2

0 0( ) 3f x x a   ，

所以切线方程为 2
0 0 0(3 )( )y y x a x x    ．
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因此 3 2
0 0 0 01 ( ) (3 )(1 )x ax x a x     ，

整理得 3 2
0 02 3 1 0x x a    ．

设 3 2( ) 2 3 1g x x x a    ，

则 “过点 (1,1)P 只有一条直线与曲线 ( )y f x 相切 ”等价于 “ ( )g x 只有一个零点 ”．

2( ) 6 6 6 ( 1)g x x x x x     ．

当 x变化时， ( )g x 与 ( )g x 的变化情况如下：

x ( ,0) 0 (0,1) 1 (1, )

( )f x  0  0 

( )f x  1 a  a 

所以， (0) 1g a  是 ( )g x 的极大值， g（1） a  是 ( )g x 的极小值．

当 ( )g x 只有一个零点时，有 (0) 1 0g a   或 g（1） 0a   ，解得 1a  或 0a  ．

因此当过点 (1,1)P 只有一条直线与曲线 ( )y f x 相切时， a的取值范围是 1a  或 0a  ．

专题 37 过曲线上一点的切线、切点弦

【方法点拨】

1.圆的切线方程常用结论

(1)过圆(x－a)2＋(y－b)2＝r2 上一点 P(x0，y0)的圆的切线方程为(x0－a)(x－a)＋(y0－b)(y－b)

＝r2.

特别地，过圆 x2＋y2＝r2上一点 P(x0，y0)的圆的切线方程为 x0x＋y0y＝r2.

(2)过圆(x－a)2＋(y－b)2＝r2外一点 P(x0，y0) 作圆的两条切线，则两切点所在直线方程为(x0

－a)(x－a)＋(y0－b)(y－b)＝r2；

特别地，过圆 x2＋y2＝r2外一点 P (x0，y0)作圆的两条切线，则两切点所在直线方程为 x0x＋

y0y＝r2.
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说明：

（1）上述公式的记忆方法均可用“抄一代一”，即把平方项其中一个照抄，另一个将变量

用已知点的相应坐标代入，将原方程作如下方法替换求出， 2
0x x x ， 2

0y y y ，

0

2
x x

x


 ， 0

2
y y

y


 ).

（2）椭圆、抛物线也有类似结论，如过椭圆

2 2

2 2: 1x yC
a b

  上一点 P (x0，y0)且与椭圆相切

的直线方程是：
0 0
2 2 1x x y y
a b

  ，等等，不再赘述.

【典型题示例】

例 1 已知抛物线 C：y2＝2x，过直线上 y＝x+2 上一点 P作抛物线 C的两条切线 PA，PB，

切点分别为 A，B，则直线 AB恒过定点 ．

【答案】(2,1)

【解析】设 P点坐标为（x0，x0+2）

显然点 P不在抛物线 C上

根据切点弦的公式，“抄一代一”得直线 AB的方程为：(x0+2) y＝x0+x

即(x－2 y)＋x0(1－y) ＝0

所以直线 AB恒过定点(2,1).

例 2 过抛物线 C：x2＝2py上点 M 作抛物线 D：y2＝4x的两条切线 l1，l2，切点分别为

P，Q，若△MPQ 的重心为 G(1， 3
2

)，则 p＝ ．

【答案】
3

16

【解析一】设 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y

则 l1，l2的方程分别是 1 1
1 ( )
2

y y x x  ， 2 2
1 ( )
2

y y x x 

由
1 1

2 2

1 ( )
2
1 ( )
2

y y x x

y y x x

  

  


解得，

1 2

1 2

4

2

y yx

y yy

 
  


，即 1 2 1 2( , )
4 2
y y y yM 
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又因为△MPQ 的重心为 G(1，
3
2 )

所以

1 2
1 2

1 2
1 2

2
1 1

2
2 2

4 1
3

32
3 2

4

4

y yx x

y yy y

y x

y x

  



  



 




，解之得
1 2

1 2

3
3

y y
y y

 
  

，故
3 3( , )
4 2

M 

将
3 3( , )
4 2

M  代入 x2＝2py得
3

16
p  .

【解析二】设
2

0
0( , )

2
x

M x
p

则 PQ的方程为
2

0
02( )

2
x

y x x
p

 

由

2
0

0

2

2( )
2

4

x
y x x

p
y x


 


 

消 x得 2 2
0 04 0py x y px  

所以
2

0
1 2

x
y y

p
  ， 1 2 04y y x （ 1 1( , )P x y ， 2 2( , )Q x y ）

 
4

2 2 0
1 2 1 2 02

1 1 8
4 4

x
x x y y x

p
 

     
 

又因为△MPQ 的重心为 G(1，
3
2 )

所以

4
0

0 02

2 2
0 0

1 8
4

1
3

32
3 2

x x x
p

x x
p p

  
   

  

 




，解之得

0

3
16

3
4

p

x

 

  


，.

例 3 已知斜率为 k的直线 l过抛物线 C：y2＝2px（p＞0）的焦点，且与抛物线 C交于 A，

B两点，抛物线 C的准线上一点 M（－1，－1）满足MA


·MB


＝0，则｜AB｜＝ （ ）

A．3 2 B．4 2 C．5 D．6
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【答案】C

【分析】（一）本题的命题的原点是阿基米德三角形，即从圆锥曲线准线上一点向圆锥曲线

引切线，则两个切点与该点所构成的三角形是以该点为直角顶点的直角三角形.

（二）将MA


·MB


＝0 直接代入坐标形式，列出关于 A，B中点坐标的方程，再利用斜率

布列一方程，得到关于 A，B中点坐标的方程组即可.这里需要说明的是，MA


·MB


＝0 转

化的方法较多，如利用斜边中线等于斜边一半等，但均不如上法简单.

【解析一】易知 p=2，y2＝4x

由阿基米德三角形得 AB为切点弦

所以 AB方程是－y＝2（x－1），即 y＝－2 x＋2

代入 y2＝4x消 y得：x2－3x＋1=0

设 A（x1，y1），B（x2，y2），则 x1＋x2=3

∴ 1 2 02 5AB x x p x p      ，答案选 C.

【解析二】易知 p=2

设 A（x1，y1），B（x2，y2），则 x1x2=1，y1y2=－4， 1 1( 1, 1)MA x y  


， 2 2( 1, 1)MB x y  


∵MA


·MB


＝0

∴ 1 2 1 2( 1)( 1) ( 1)( 1) 0x x y y      ，化简得 1 2 1 2 1x x y y   

设 A、B中点坐标为（x0，y0），则 0 0
1
2

x y  ①

又由直线的斜率公式得 1 2 1 2
2 2

1 21 2 1 2 0

4 2

4 4

AB
y y y yk k

y yx x y y y
 

    
 

， 0

0 1
yk
x




∴ 0

0 0

2
1

y
y x




，即
2

0 02( 1)y x  ②

由①、②解得 0
3
2

x 

∴ 1 2 02 5AB x x p x p      ，答案选 C.

例 4 在平面直角坐标系 xoy 中，已知圆C :(x  2)2  (y 

2)2 ＝ 20 与 x 轴交于 A 、 B（点 A在点 B的左侧），

圆 C 的弦 MN 过点 T(3，4)，分别过 M、N 作圆 C 的
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切线，交点为 P，则线段 AP 的最小值为 ．

【答案】
28 5

5

【分析】设出点 P坐标，根据切点弦求出点 P轨迹方程，再利用点线距以垂线段最小求解.

【解析】设点 P坐标为(a，b )

则切点弦 MN的方程为：(a  2) (x  2) (b  2) (y  2)＝ 20

又因为弦 MN 过点 T(3，4)，

故(a  2) (3  2) (b  2) (4  2)＝ 20，即 a 2b  26＝0

即点 P的轨迹方程是 x 2y  26＝0

点 A（－2,0）到该直线的距离为
28 5

5 ，

因为定点到直线上任意一点间的距离中垂线段最小

所以点 A（－2,0）到该直线的距离
28 5

5 即为 AP 的最小值.

例 5 如 图 ， 在 平 面 直 角 坐 标 系 xoy 中 ， 直 线 l 与 椭 圆

2
2: 1

4
xC y  、 圆

2 2 2 (1 2)x y r r    都相切，切点分别是点 A、 B，则当线段 AB长度最大时，

圆的半径 r 的值为 ．

【答案】 2

【分析】先设出点 B坐标，写出直线 l的方程，再利用直线与圆相切，圆心到直线的距离
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等于 r ，布列约束等式，最后，利用勾股定理列出 AB 关于 r 的目标函数，求出最值及取

得最值时 r 的值．

【解析】设点 B坐标为 (2cos ,sin )B   （ R  ）

则过点 B的椭圆的切线，即直线 l的方程为：
2cos sin 1

4
x y   ，

即 cos 2sin 2 0x y   

又因为直线 l与圆
2 2 2x y r  相切，所以

2 2

2
cos 4sin

r
 




，且 OA AB

在 Rt OAB 中，
2 2 2 2 2

2 2

44cos sin
cos 4sin

AB OB OA  
 

    


2
2

45 [(1 3sin ) ]
1 3sin




   


而
2 2

2 2

4 4(1 3sin ) 2 (1 3sin ) 4
1 3sin 1 3sin

 
 

     
 

， 当 且 仅 当

3sin
3

  时，“=”成立，此时
2 2

2 2
cos 4sin

r
 

 


， AB的最大值为 1

所以当线段 AB长度最大时，圆的半径 r 的值为 2 ．

【巩固训练】

1.过点 (3,1) 作圆
2 2( 1) 1x y   的两条切线,切点分别为 A ,B ,则直线 AB 的方程为（ ）

A． 2 3 0x y   B． 2 3 0x y   C． 4 3 0x y   D． 4 3 0x y  

2. 已知圆
2 2: 1C x y  ，直线 : 2 0l x y   ，P为直线 l上的动点，过点 P 作圆 C 的两

条切线，切点分别为 A，B，则直线 AB 过定点（ ）

A．
1 1,
2 2

   
 

B．  1, 1  C．
1 1,
2 2

  
 

D．
1 1,
2 2

  
 

3.在平面直角坐标系 xOy中，已知圆 C： 2 2( 3) 2x y   ，点 A是 x轴上的一个动点，AP，

AQ分别切圆 C于 P，Q两点，则线段 PQ长的取值范围为 ．
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4.若椭圆
x2

a2
＋
y2

b2
＝1 的焦点在 x轴上，过点

1，1
2 作圆 x2＋y2＝1 的切线，切点分别为 A，B，

直线 AB恰好经过椭圆的右焦点和上顶点，则椭圆方程是___ _ _ __.

5. 已知 P为椭圆

2 2

: 1
4 3
x yC   上的一个动点， 1F 、 2F 为椭圆的左、右焦点，O为坐标

原点，O到椭圆C在 P点处的切线为 d ，若
1 2

24
7

PF PF 
，则 d = ．

6. 已知点 P在直线 4x y  上，过点 P作圆 2 2: 4O x y  的两条切线，切点分别为 A，

B，则点 (3,2)M 到直线 AB距离的最大值为（ ）

A． 2 B． 3 C．2 D． 5

7. 在平面直角坐标系 xOy中，已知圆 C： 2 2( 2) 4x y   ，点 A是直线 2 0x y   的一

个动点，AP，AQ分别切圆 C于 P，Q两点，则线段 PQ长的取值范围为 ．

8. 在平面直角坐标系 xOy中，已知点 A(－4,0)，B(0,4)，从直线 AB 上一点圆 P向圆 C：

2 2 4x y  引两条切线 PC、PD，切点分别是 C、D，设线段 CD的中点为 M，则线段 AM

长的最大值为 ．

【答案或提示】

1.【答案】A

【解析】将 (3,1)直接“一抄一代”得 (3 1)( 1) 1x y    ，即 2 3 0x y   ，选 A.

2.【答案】A

【解析】设 P  0 0, 2x x 

则直线 AB 的方程是  0 02 1x x x y   ，即    0 2 1 0x x y y   

令
0

2 1 0
x y
y
 

  
，解得

1
2
1
2

x

y

  

  

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所以直线 AB 过定点
1 1,
2 2

   
 

.

3.【答案】
2 14[ ,2 2)

3
【提示】设 A  0 ,0x

则直线 PQ的方程是  0 3 3 2x x y   ，即 0 3 7 0x x y  

所以直线 PQ过定点
70,
3

 
 
 

.

则 PQ长的最小值是过
70,
3

 
 
 

且平行于 x轴的弦，易得此时 PQ 2 14=
3

，直径是其上界.

4.【答案】
x2

5
＋
y2

4
＝1

【提示】AB的方程是 2x＋y－2＝0，令 x=0，y＝2；令 y=0，x＝1.故 c＝2，b＝1.

5.【答案】
14
2

【提示】
4 7 3 7( , )

7 7
P ，切线方程：

7 7 1
7 7
x y  .

6.【答案】D

【解析】设 ( , 4 )P a a ，则直线 AB的方程是 (4 ) 4 0ax a y    ，

即 ( ) 4 4 0a x y y    ，当 x y 且 4 4 0y   ，即 1x  ， 1y  时该方程恒成立，

所以直线 AB过定点 N(1，1)，

点 M到直线 AB距离的最大值即为点 M，N之间的距离， | | 5MN  ，

所以点 M(3，2)到直线 AB距离的最大值为 5 .

故选:D

7.【答案】 2 2,4


【解析】设点的坐标为 0 0( , 2)A x x 

则 PQ的方程为 0 0( 2)( 2) ( 2) 4x x x y     ，
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分参得 0( 2) ( 2 2 ) 0x y x x y     

所以
2 0

2 2 0
x y
x y
  

  
，解之得

1
1

x
y


 
，直线 PQ恒过点（1,1）

易求得过点（1,1）最短的弦长为 2 2 、最长的弦长为 4（取不得）

故线段 PQ长的取值范围为 2 2,4
 .

说明：

引圆外一点 A到圆心 O的距离为参数，建立 PQ与 AO的目标函数，再利用基本不等

式解决也可以.

8.【答案】 3 2

【解析】设点的坐标为 0 0( , 4)P x x 

则 CD的方程为 0 0( 4) 4x x x y   ，

分参得 0( ) (4 4) 0x y x y   

所以
0

4 4 0
x y
y
 

  
，解之得

1
1

x
y
 

 
，直线 CD恒过点 N（－1,1）

又因为 OM⊥CD，

所以点 M的轨迹是以 ON为直径的圆（点 O除外），故其方程是

2 21 1 1
2 2 2

x y         
   

所以

2 21 1 24 0 3 2
2 2 2

AM             
   

.

专题 38 与圆相关的张角问题

【方法点拨】

1. 圆上两点与圆外一点的连线的夹角（圆外一点为顶点）中，以这两条直线为切线时最大.

2. 圆上一点、圆心与圆外一点连线的夹角（圆外一点为顶点）中，以这条直线为切线时最

大.
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【典型题示例】

例 1 设点  ,1M m ，若在圆
2 2: 1O x y  上存在点 N ，使得 30OMN  

，则m的

取值范围是（ ）

A. 3, 3   B.
1 1,
2 2

   
C.  2,2 D.

3 3,
3 3

 
 
 

【答案】A

【分析】由圆的性质可知：圆上一点T ，与 ,M O所组成的角 OMT ，当MT 与圆相切时，

OMT 最大.所以若圆上存在点 N ，使得 30OMN  ，则 30OMT   .由  ,1M m 和

2 2 1x y  可知过M 且与圆相切的一条直线为 1y  ，切点  0,1T ，所以在直角三角形

OMT 中，
3tan

3
OT

OMT
TM

  ，从而 3 3 3TM m     .

例 2 已知圆 O：x2＋y2＝1，动圆 M：(x－a)2＋(y－a＋4)2＝1.若圆 M上存在点 P，过点 P

作圆 O的两条切线，切点为 A，B，使得∠APB＝60°，则实数 a的取值范围为________．

【答案】
2－ 2

2
，2＋ 2

2

【解析】由题意得圆心 M(a，a－4)在直线 x－y－4＝0 上运动，所以动圆 M是圆心在直线 x

－y－4＝0 上，半径为 1 的圆．又因为圆 M上存在点 P，过点 P作圆 O的两条切线，切点

为 A，B，使∠APB＝60°，所以 OP＝2，即点 P也在 x2＋y2＝4 上，于是 2－1≤ a2＋ a－4 2≤2

＋1，即 1≤ a2＋ a－4 2≤3，解得 2－ 2
2

≤a≤2＋ 2
2
，故实数 a的取值范围是

2－ 2
2
，2＋ 2

2 .

例 3 已知圆 C：    2 22 3 2x y    ．若直线 l： 0x y m   上存在点 P，过点 P

作圆 O的两条切线，切点为 A，B，使得 60APB  ，则m的取值范围是（ ）

A．  , 9  B．    ,9 1,    C．  1,  D． 9, 1 

【答案】D

【分析】由 60APB  ，可求得 2PC r ，求出圆心到直线的距离，只要这个距离不大

于 2r即可得．
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【解析】根据题意，圆 C：    2 22 3 2x y    的圆心为  2,3 ，半径 2r  ，

过点 P作圆 O的两条切线，切点为 A，B，连接 PC，

若 60APB  ，则 30APC  ，又由CA PA ，

则 | | 2 | | 2 2 2PC CA r   ，

若直线 l： 0x y m   上存在点 P，满足 60APB  ，

则有 C到直线 l的距离
| 2 3 | 2 2

1 1
md  

 


，

解可得： 9 1m    ，即m的取值范围为  9, 1  ，

故选：D．

【巩固训练】

1.设点M（ 0x ,1），若在圆 O: 2 2 1x y  上存在点 N，使得∠OMN=45°，则 0x 的取值范

围是________.

2.已知圆
2 2: ( 1) ( 1) 4M x y    ，直线 : 6 0,l x y A   为直线 l上一点，若圆M 上存

在两点 ,B C ，使得 60BAC  ，则点 A的横坐标的取值范围是 .

3. 在平面直角坐标系 xOy中，圆
2 2: ( 2) ( ) 3C x y m    ．若圆C 存在以G为中点的弦 AB，

且 2AB GO ，则实数m的取值范围是 ．

4.已知圆
2 2 2: ( 0)O x y r r   与圆

2 2: ( 4) ( 3) 8C x y    ，圆O上至少存在一点 P，

使得圆C上总存在两点 A B、 ，使得 APB 为钝角，则 r的取值范围是 .

5. 在平面直角坐标系 xOy中，圆 O：x2＋y2＝1，圆M：(x＋a＋3)2＋(y－2a)2＝1(a为实

数)．若圆 O与圆M上分别存在点 P，Q，使得∠OQP＝30，则 a的取值范围为 ．

6.已知圆 C：(x－2)2＋y2＝4，线段 EF在直线 l：y＝x＋1上运动，点 P为线段 EF上任意

一点，若圆 C上存在两点 A，B，使得 PA
―→

· PB
―→

≤0，则线段 EF长度的最大值是________．
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圆 (x  a)2  y2  2 上运动．若MPN 恒为锐角，则实数 a的取值范围

7. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知直线 y  x  2 与 x轴，y 轴分别交于M ,N 两点，点 P 在

是 ．

8. 在平面直角坐标系 xOy 中，已知点 A(－2,0)，点 B是圆 C：(x－2)2＋y2＝4上的点，点

M是 AB中点，若直线 � 준 ∴냐 − �∴上存在点 P，使∠OPM=30O，则实数 ∴的取值范围

是 ．

【答案与提示】

1.【答案】  1,1

【提示】由 2OM  解得.

2.【答案】 [1,5]

【提示】设 0 0( ,6 )A x x ，由 4AM  解得.

3.【答案】 [ 2, 2]

【提示】 2AB GO 即 90AOB  
，故只需 2 6OC r 

4.【答案】

【提示】易知OA OB ，考察临界状态，只需过原点作圆的切线，切点弦的张角大于等于

直角即可.

5.【答案】[－6
5
，0]

【提示】【分析】双动点问题先转化为一点固定不动，另一点动.这里，先将 Q固定不动，

则点P在圆O运动时，当PQ为圆O的切线时，∠OQP最大，故满足题意，需∠OQP≥30，

再将角的范围转化为 O、Q间的距离问题，即需 OQ≤2.再固定 P不动，易得只需 OM≤3

即可，利用两点间距离公式(a＋3)2＋(2a)2≤9，解得－
6
5
≤a≤ 0.

6.【答案】 14

【解析】由 PA
―→

· PB
―→

≤0 得∠APB≥90°，从直线上的点向圆上的点连线成角，当且仅当两条

线均为切线时，∠APB 才是最大的角，不妨设切线为 PM，PN，当∠APB≥90°时， ∠
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MPN≥90°，sin∠MPC＝ 2
PC

≥sin 45°＝ 2
2
，所以 PC≤2 2.另当过点 P，C的直线与直线 l：y

＝x＋1 垂直时，PCmin＝
3 2

2
，以 C为圆心，CP＝2 2为半径作圆交直线 l于 E，F两点，

这时的线段长即为线段 EF长度的最大值，所以 EFmax＝2 2 2 2－

3 2
2 2＝ 14.

7.【答案】 ( , 4) ( 7 1, )   

【错解】考虑若 MPN 为直角,则动圆与以 ,M N 为直径的圆相外切，故两圆相离时，满足

题意，所以
2( 1) +1 2 2a   ，解之得： 7 1 7 1a a    或 .

【错因】当动圆在左侧时，此时，圆与已知直线 2y x  相交，圆上存在点与 ,M N 两点连

线构成的角为零角，需排除.还需动圆与直线 2y x  相离.

8.【答案】[－2,2]

【提示】连结 O、M，则 OM=�
2
BC=1，问题转化为“在圆 O：x2＋y2＝1存在点M，使得直

线 � 준 ∴냐 − �∴上存在点 P，使∠OPM=30O”，故只需当 PM为切线时，∠OPM≥30O，故

只需 OP≤2，即
�k

�+k2
� 2，解得− 2 � ∴ � 2.

点评：

也可以用“动点转移法”求点M的轨迹方程是 x2＋y2＝1

专题 39 圆的弦被内（外）分成定比

【方法点拨】

1.利用垂径定理通过二次解直角三角形求出弦长，进而求出“弦心距”，最后利用“点线

距”列方程；

2.利用圆幂定理(相交弦定理、切割线定理、割线定理)求出弦长，然后同上.

3. （1）相交弦定理：如下左图，圆 O的两条弦 AB、PC相交于圆内一点 P，则

PA PB PC PD  
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【典型题示例

（2）如下右图，PT为圆 O的切线，PAB、PCD为割线，则：(1) PT 2  PA PB（切割

线定理）; (2) PA PB  PC PD （割线定理).

说明：上述三个定理可以统一为 PA PB  PO 2  R 2 (其中 R是半径)，统称为圆幂定理.

】

例 1 在平面直角坐标系 xOy中，过点 (1,0)M 的直线 l与圆
2 2 5x y  交于 ,A B两点，

其中 A点在第一象限，且 2BM MA
 

，则直线 l的方程为 ．

【答案】y＝x－1

【分析】本题思路有下列几种：①利用向量坐标设点转化，点参法；②设直线方程的在 x

轴上的截距式，联立方程组；③垂径定理后二次解三角形；④相交弦定理；⑤利用”爪”

型结构,得
2 1
3 3

OM OA OB 
  

,两边平方求得 AOB 的余弦值.

【解法一】易知直线 l的斜率必存在，设直线 l的方程为 y＝k(x－1)．

由BM
→

＝2MA
→

，设 BM＝2t，MA＝t.

如图，过原点 O作 OH⊥l于点 H，则 BH＝3t
2

.

设 OH＝d，在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5.

在 Rt△OMH中，d2＋

t
2 2＝OM2＝1，解得 d2＝

1
2
，

则 d2＝
k2

k2＋1
＝

1
2
，解得 k＝1 或 k＝－1.

因为点 A 在第一象限， BM
→

＝2MA
→

，由图知 k＝1，
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【解法二】由 2BM MA
所以所求的直线 l的方程为 y＝x－1. 

，设 BM＝2t，MA＝t

又过点 M的直径被 M分成两段长为 5 1 、 5 1

由相交弦定理得   22 5 1 5 1t    ，解之得 2t 

过原点 O作 OH⊥l于点 H，

在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5，解得 d2＝

1
2
，（下同解法一，略）.

【解法三】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．

因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2 x1－1 ，

－y2＝2y1.

当直线 AB的斜率不存在时，BM
→

＝MA
→

，不符合题意．

当直线 AB的斜率存在时，设直线 AB的方程为 y＝k(x－1)，

联立
y＝k x－1 ，

x2＋y2＝5，
得(1＋k2)y2＋2ky－4k2＝0，则

y1＋y2＝
－2k
1＋k2

，

y1·y2＝
－4k2

1＋k2
，

－y2＝2y1，

解得

y1＝
2k

1＋k2
，

y2＝
－4k
1＋k2

，
所以 y1·y2＝

－8k2

1＋k2 2
＝

－4k2

1＋k2
，即 k2＝1.又点 A在第一象限，

所以 k＝1，即直线 AB的方程为 y＝x－1.

【解法四】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．

因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2 x1－1 ，

－y2＝2y1，
即

－x2＝2x1－3，

－y2＝2y1.

又
x21＋y21＝5，

x22＋y22＝5，
代入可得

x21＋y21＝5，

2x1－3 2＋4y21＝5，
解得 x1＝2，代入可得 y1＝±1.又点

A在第一象限，故 A(2,1)，由点 A和点 M的坐标可得直线 AB的方程为 y＝x－1.

点评：

上述各种解法中，以解法一、解法二最简、最优.
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例 2 已知圆 M：
2 2( 1) ( 3) 4x y    ，过 x轴上的点 ( ,0)P a 存在一直线与圆 M相交，

交点为 A、B，且满足 PA=BA，则点 P的横坐标 a的取值范围为 ．

【答案】1 3 3 1 3 3a   

【解法一】取 AB中点C，连接MC、MP，

设 2AB m ，则
 

2 2 2

22 23

MC m r

MC m MP

  


 
，相减得

2 2 2 28 8 4MP m r m    ，

0 m r  ∴ 2 28 4 36MP m   ，即
2 2( 1) 3 36a   

∴1 3 3 1 3 3a   

【解法二】由圆幂定理得：
2 2PA PB PM R  

设 2AB m ，代人上式得： 2 28 ( 1) 9 4m a      ，即
2 28 ( 1) 5m a  

0 2m  20 ( 1) 5 32a    

∴1 3 3 1 3 3a   

【解法三】（利用圆中最长弦为直径，得出 PA范围，而 PA的两个端点都在动，以静制动，

然后再将 PA范围转化为 PM范围问题）

因为 PA=BA，所以 PA的最大值为 2，故 PM的最大值为 4（下略）.

【巩固训练】

1. 在平面直角坐标系 xOy中，设直线 y  x  2 与圆 x2  y2  r 2 (r  0)交于 A、B两点，O为

M

y

o xP

A

B

．
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坐标原点，若圆上一点C满足
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，则 r  ．

2.在平面直角坐标系 xOy中，已知点  0,1P 在圆 C： 2 2 22 2 4 1 0      x y mx y m m 内，

若存在过点 P 的直线交圆 C 于 A、B 两点，且△PBC的面积是△PAC的面积的 2 倍，则实

数 m的取值范围为 ．

3.在平面直角坐标系 xOy中，圆 2 2: ( 2) ( ) 3C x y m    ．若圆C存在以G为中点的弦 AB，

且 2AB GO ，则实数m的取值范围是 ．

4.已知直线 3y ax  与圆
2 2 2 8 0x y x    相交于 ,A B两点，点  0 0,P x y 在直线

2y x 上且 PA PB ，则 0x 的取值范围为 .

【答案与提示】

1.【答案】 10

【解法一】遇线性表示想求模，将向量问题实数化.

2
2 2 25 3 25 5 3 92

4 4 16 4 4 16
OC OA OB OA OA OB OB         

 

      
，

即 2 2 2 225 15 9cos
16 8 16

r r r AOB r    ，整理化简得
3cos
5

AOB   .

过点O作 AB的垂线交 AB于D，

则 2 3cos 2cos 1
5

AOB AOD      ，得
2 1cos

5
AOD  .

又圆心到直线的距离
2 2
2

OD   ，所以
2

2
2 2

1 2cos
5

ODAOD
r r

    ， 10r  .

【解法二】注意到线性表示时的系数和为 2，联想“三点共线”.

由
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，即
1 5 3
2 8 8
OC OA OB 
  

得 A B D、 、 三点共线（其中D是 AB的中点），且 : 3:5AD BD  ，

设 3AD x ， 5BD x
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思路一：垂径定理后二次解三角形，

 

2
22

222

2
2

4 2

r x

r x

    
 


 

，解之得 10r  .

思路二：相交弦定理，

 
222

33 5
2 2

4 2

r rx x

r x

   

  

，解之得 10r  .

2.【答案】
4 ,4
9
 

 

【提示】由于△PBC与△PAC同高，故 PB=2PA.

3.【答案】 [ 2, 2]

【简析】易知OA OB ，考察临界状态，只需过原点作圆的切线，切点弦的张角大于等于

直角即可.

4.【答案】 ( 1,0) (0,2) 

【提示】直接利用勾股定理转化.

专题 40 定线段张定角

【方法点拨】

当已知中出现三角形一边及其对角均为定值，即“定线段张定角”时，应考虑其中的隐圆.

【典型题示例】

例 1 在△ABC中，角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c，已知 3a＝3bcosC＋ 3csinB，

若点M为 AC中点，且 b＝ 3，则中线 BM的最大值是 ．
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【答案】3
2

【分析】易求得 B＝π
3
，问题转化为在一三角形中，已知一边及其对角，求这边上中线的最

大值.可以使用中线长定理、基本不等式解决（解析一），作为填空题，利用隐圆，当中线

就是该边上的高时最大则更简捷.

【解析一】由射影定理得 3(bcosC＋ccosB)＝3bcosC＋ 3csinB，

化简得 3ccosB= 3csinB，又因为 sinB≠0，所以 tanB＝ 3 ，

B∈(0，π)，所以 B＝π
3
．

在△ABM和△BCM中，由余弦定理得:

c2＝BM2＋3
4
－2· 3

2
BMcos∠BMA，a2＝BM2＋3

4
－2· 3

2
BMcos∠BMC

两式相加得 BM2＝
a2＋c2

2
－3
4
．

又由余弦定理 a2＋c2－3＝ac≤a2＋c2

2
，所以1

2
(a2＋c2)≤3，

即 a2＋c2≤6，BM2≤
9
4
，

所以 BM最大值为3
2
，当且仅当 a＝c＝ 3时等号成立．

【解析二】由射影定理得 3(bcosC＋ccosB)＝3bcosC＋ 3csinB，

化简得 3ccosB= 3csinB，又因为 sinB≠0，所以 tanB＝ 3 ，

B∈(0，π)，所以 B＝π
3
．

在△ABC中，b＝ 3，B＝π
3
，故点 B的轨迹是以 AC＝ 3为弦，所对角 B＝π

3
的弧

由平面几何知识得，当 AC边上的中线 BM就是 AC边上的高，即当且仅当 a＝c＝ 3时，

BM最大值为3
2
.

例 2 设向量 a b c
  
、、满足 = =1a b

 
，

1=
2

a b 
 

， ,
3

a c b c 
 
   

- ，则 c

的最大值等于

（ ）
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A．1 B． 2 C． 3 D． 2

【答案】D

【分析】向量是自由向量，故可将其移至同一起点考虑. 由 = =1a b
 

，
1=
2

a b 
 

易知

2,
3

a b 


 
，且其终点间选段长为 3 ，由 ,

3
a c b c 
 
   

- 知向量 c

的终点与 a b

 
、的终

点连线“定线段张定角”，其轨迹是圆弧.

【解析】由
1= cos , cos ,
2

a b a b a b a b   
       

,得
2,
3

a b 


 

如下左图,设 1O A a
 

, 1O B b
 

， 1OC c
 

则 ,ACB a c b c  
   

- ， 3AB 

故点C的轨迹是以 AB为弦，所对圆周角为
3


的两段弧（端点 A B、 除外），该圆的半

径为 1

如上右图，当 1OC 过圆心O，即为直径时， 1OC


最大，此时 1 2OC 


所以 c

的最大值等于 2 ，故选 D.

例 3 已知 ABC 三个内角 , ,A B C 的对应边分别为 , ,a b c，且
3

C 
 ， 2c  ，当

AC AB
 

取得最大值时，
b
a

的值为__________．
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【答案】 2 3

【分析】发现隐圆后，问题的难点在于如何对 AC AB
 

取得最大值作转化，这里，直接使用

数量积的定义.由于 cos 2 cosAC AB AC AB BAC AC BAC   
    
 ，故当 cosAC BAC


最

大，即 AC


在 AB


方向上的投影最大时， AC AB
 

取得最大值，从“形”上看，此时过点

C的圆的切线与 AB垂直.

【解析】 如图所示，

在直径为
4 3
3

的圆中，弦 AB固定，点C在圆上运动，满足题中的 ABC ，结合数量积的

定义可得，当点C位于图中的位置时， AB AC
 

取到最大值，

此时

222 33 1
3 3

BC
            ，

222 33 1
3 3

AC
            ，

故

2 2

2 2 7 2 3b AC
a BC

   ，所以 2 3b
a
  ．

【巩固训练】

1.在 ABC△ 中，点M是边 BC中点，
3

A 
 ， 3a  ，则 AM 的最大值为 ．

2.在 ABC△ 中，已知 2a  ，3 sin 5 sin cos 0b C c B A  ，则 ABC△ 面积的最大值为 ．

3.在 ABC△ 中， 5c  ， 5 2 sin( )
4

a B 
  ，点 G为 ABC△ 的重心，点 O为 ABC△ 的外心，

则OG的最小值为 ．
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4.在 ABC△ 中，
3

A 
 ， 3BC  ，点 D在边 BC上，且 2BD DC ，则 AD的最大值为 ．

5. 锐角△ABC中，角 A，B，C所对的边分别为 a，b，c，
BA
BC

c
ba

sinsin
sin2sin







，且 2a ，

则△ABC面积的取值范围是 .

6. 在锐角 ABC 中，内角 A，B，C的对边分别为 a，b，c，且 2 3 2 cosc b a B  ，

若 3a  ，则 3b c 的取值范围是 .

7.在锐角三角形 ABC中，角 A、B、C所对的边分别为 a、b、c，已知 3a sinC＝ccos A，

且 a＝ 3，则 b2＋c2的取值范围是 ．

【答案或提示】

1.【答案】
3
2

【提示】同例 1， AM 是高时最大.

2.【答案】2

【提示】是等腰三角形时面积最大.

3.【答案】
10 5 2

6


【提示】求得
4

C 
 ，以 AB中点M 为坐标原点建系，求得点 G的的轨迹为圆.

4.【答案】 3 1

【分析】发现隐圆，利用平几知识、余弦定理求出最大值.

【解析】∵
3

A 
 ， 3BC 

∴根据正弦定理， ABC△ 外接圆的直径
32 2 3

sin sin
3

BCR
A 

  
，如图，当 AD过圆

心时最大.

连结 OB，在△OBD中，∠OBD=300，由余弦定理得： 1OD 
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5.【答案】

所以 AD  3 1即为所求最大值.

1 2(1, ]
2


【解析】根据正弦定理，
BA
BC

c
ba

sinsin
sin2sin







可化为
2a b c b

c a b
 




整理得： 2 2 2 2a b c bc  

由余弦定理得
2 2 2 2cos

2 2
b c aA

bc
 

  ，
4

A 


由正弦定理得 2 2
sin
aR
A

  （其中 R为△ABC外接圆半径）

如图，下同例 2，求出临界值.

6.【答案】  7 21， .

【提示】因为 2 3 2 cosc b a B  ，得 60A  

求出临界状态的值立得  13 7 2b c  ， .
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7.【答案】 21,6 3 12 . 

【分析】易求得 6
A 
 ，点 A的轨迹是以 BC＝ 3为弦，所对角 A＝π

3
的弧，在点 A的运动

过程中，b2＋c2先增后减，故当 b＝c时，达到最大值，而下界是三角形 ABC是直角三角形，

即 AC（或 AC）为直径.

【解析】由 3 sin cosa C c A 及正弦定理得 3sin sin sin cos ,A C C A

因为C为锐角，所以 sin 0C  ，所以 3sin cosA A

因为 A为锐角，所以 cos 0A  ，所以
3tan ,

3
A  所以

6
A 
 .

点 A的轨迹是以 BC＝ 3为弦，所对角 A＝π
3
的弧，

在点 A的运动过程中，b2＋c2先增后减，

故当 b＝c时，b2＋c2取得最大值，此时
6 3 2

2
b c 
  ，  

max

2 2 6 3 12b c  

又因为 ABC为锐角三角形，当 AC（或 AC）为直径时，  22 2 23 2 3 21b c  

所以 2 2b c 的取值范围为 21,6 3 12 . 

专题 41 与过定点的直线相关的最值

【方法点拨】

1. 选择直线方程的适当形式，若设为截距式，实质是引入了双元；若设为斜截式，则是引

入了单元.无论那种形式，都有注意参数的范围.

2. 当求线段被定点分成两条线段之积的最值时，转化为向量的数量积的坐标形式求解较简

单，也可引入角为变量，建立关于角的目标函数，利用三角函数的有界性求解.
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例

【典型题示例】

1 已知直线 l过定点  2,1P  ，且交 x轴负半轴于点 A ､交 y轴正半轴于点 B，点O为

坐标原点，则 OA OB 取得最小值时直线 l的方程为 .

【答案】 2 4 0x y  

【解析一】设直线 l的方程为 1x y
a b
  （其中 0, 0a b  ）

∵直线 l过点  2,1P  ，∴
2 1 1
a b

  

∵ | | | |OA OB b a   ，

∴   2 1 2| | | | 3 3 2 2a bOA OB b a b a
a b b a

               
，

当且仅当 2 2a    ， 1 2b   时取等号，所以直线 l的方程为 2 2 2 0x y    .

【解析二】设直线 l的方程为 1 ( 2)y k x   （其中 0k  ）

令 0x  ， 2 1y k  ；令 0y  ，
1 2x
k

  

∵
1 1| | | | 2 1 2 2 3 3 2 2OA OB k k
k k

           ，

∴当且仅当
12k
k

 ，即
2

2
k  时取等号，所以直线 l的方程为 2 2 2 0x y    .

例 2 已知直线 l过定点  2,1P  ，且交 x轴负半轴于点 A ､交 y轴正半轴于点 B，则

PA PB 取得最小值时直线 l的方程为 .

【答案】 3 0x y  

【解析一】（截距式+向量+基本不等式中的“1”的代换）

设直线 l的方程为 1x y
a b
  （其中 0, 0a b  ）

∵直线 l过点  2,1P  ，∴
2 1 1
a b

   ，

∵ A， P， B三点共线，
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∴

   2 ,1 2, 1 2 5PA PB AP PB a b a b           
 

  2 1 2 2 2 22 5 4 1 5 4b a b aa b
a b a b a b

                 
 

，

当且仅当 3a   ， 3b  时取等号，所以直线 l的方程为 3 0x y   ．

【解析二】（斜截式+向量+基本不等式）

设直线 l的方程为 1 ( 2)y k x   （其中 0k  ）

令 0x  ， 2 1y k  ；令 0y  ，
1 2x
k

  

∴
1 , 1PA
k

    
 


，  2,2PB k


∵ A， P， B三点共线，

∴  1 2, 1 2,2 2 4PA PB PA PB k k
k k

             
 

 
，

当且仅当
2 2k
k
 ，即 1k  时取等号，所以直线 l的方程为 3 0x y   ．

【解析三】（作垂线，利用直角三角形边角关系，三角函数有界性）

过点 P分别向 x轴、 y轴作垂线，设 BAO   （其中0
2
  ）

则
1

sin
PA


 ，

2
cos

PB




∴
2 4 4

sin cos sin 2
PA PB

  
  

当且仅当 sin 2 1  ，即
4
  时取等号，此时直线的斜率为 1

∴直线 l的方程为 3 0x y   ．

例 3 已知直线 l过点 M(2,1)，且分别与 x轴的正半轴、y轴的正半轴交于 A，B两点，O为

原点，当△AOB面积最小时，则直线 l的方程是 ．

【答案】x＋2y－4＝0

【解析一】设直线 l的方程为 y－1＝k(x－2) （其中 k＜0）

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

42 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

则可得 A k
2k－1

，0

∵S△AOB＝1
2

·|OA|·|OB|＝1
2
·2k－1
k

·(1－2k)＝1

，B(0,1－2k)．

2
4－1

k
－4k

≥1
2

4＋2
－

1
k ·－4k ＝4

当且仅当－
1
k
＝－4k，即 k＝－

1
2
时，△AOB面积有最小值为 4，

此时，直线 l的方程为 y－1＝－
1
2

(x－2)，即 x＋2y－4＝0.

【解析二】设所求直线 l的方程为
x
a
＋
y
b
＝1(a＞0，b＞0)，则

2
a
＋

1
b
＝1.

又∵
2
a
＋

1
b

≥2 2
ab
⇒1

2
ab≥4，

当且仅当
2
a
＝

1
b
＝

1
2
，即 a＝4，b＝2 时，△AOB面积 S＝1

2
ab有最小值为 4.

此时，直线 l的方程是
x
4
＋
y
2
＝1，即 x＋2y－4＝0.

【解析三】过点 P分别向 x轴、 y轴作垂线，垂足分别是C D、

设 BAO   （其中0
2
  ）

则
1

tan
PC


 ， 2 tanPD 

∴
1 12 2 tan 2 2 2 tan 2 4

2 tan 2 tanAOB PBD PACS S S  
 

           

当且仅当
1 2 tan

2 tan



 ，即

1tan
2

  时取等号，此时直线的斜率为
1
2



∴直线 l的方程是 x＋2y－4＝0.

例 4 已知直线 : ( 2) 3l y k x   ，且 l与 x轴、 y轴分别交于 A、B两点．若使 AOB 的

面积为m的直线 l共有四条，则正实数m的取值范围是 ．

【答案】 12m 

【分析】由于直线 : ( 2) 3l y k x   过定点（2,3），故直线 l与第二、四象限围成的 AOB
的面积可以取任意实数，换言之，当m给定一正实数时，直线 l与第二、四围成的面积为

m的直线有且仅有两条，故只需考虑 l与第一象限围成的 AOB的面积为m的直线有两条

即可，由于 l与第一象限围成的AOB的面积有最小值，根据对称性，大于该最小值的直
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线有两条，故问题转化为求 l与第一象限围成的 AOB 的面积的最小值.

【解析一】∵直线 ( 2) 3y k x   与 x轴，y轴交点的坐标分别是
3(2A
k

 ，0) ， (0,3 2 )B k ．

∴
21 3 1 (2 3)| 2 | | 3 2 |

2 2 | |
kS k

k k


       ．

当 0k  时，
21 4 12 9 1 9(4 12)

2 2
k kS k

k k
 

      ，

94 2 4 9 12k
k

   ，当且仅当
3
2

k  时取等号．

当 0S m  时，在 0k  时， k有两值；

当 0k  时，
2 21 (2 3) 1 4 12 9 1 9[( 4 ) 12]

2 | | 2 2
k k kS k
k k k
  

        
  ，

94 2 4 9 12k
k

   


 ．当且仅当
3
2

k   时取等号．

当 0m  时，仅有一条直线使 AOB 的面积为m；

当 0 12m  时，仅有两条直线使 AOB 的面积为m；

当 12m  时，仅有三条直线使 AOB 的面积为m；

当 12m  时，仅有四条直线使 AOB 的面积为m．

故答案是： 12m  ．

【解析二】直线 : ( 2) 3l y k x   过定点（2,3），

先求直线 l与第一象限围成的 AOB 的面积的最小值，则所求 m大于该最小值时，满足题

意

∵
3(2A
k

 ， 0) ， (0,3 2 )B k （ 0k  ）
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∴
21 3 1 (2 3) 1 9 1 9| 2 | | 3 2 | (4 12) (2 4 12) 12

2 2 | | 2 2
kS k k k

k k k k


              

当且仅当
94k
k

 ，即
3
2

k  时取等号

∴当 12m  时，仅有四条直线使 AOB 的面积为m．

故答案是： 12m  ．

【巩固训练】

1. 直线    2 2 0m n x m n y m n      （ ,m n R 且 ,m n 不同时为 0）经过定点

_________．

2.过点 P(－2，3)且与两坐标轴围成的三角形面积为 12 的直线共有_________条．

3.已知直线 l过点 M(2,1)，且与 x轴、y轴的正半轴分别相交于 A，B两点，O为坐标原点，

则当|MA→ |·|MB→ |取得最小值时，直线 l的方程为________．

4.已知直线 l：kx－y＋1＋2k＝0(k∈R)，若直线 l交 x轴负半轴于 A，交 y轴正半轴于 B，

△AOB的面积为 S(O为坐标原点)，则 S取得最小值时直线 l的方程是 ．

5. 一直线过点 (2,2)A 且与 x轴、 y轴的正半轴分别相交于 B、C两点，O为坐标原点．则

| | | | | |OB OC BC  的最大值为 ．

6.已知直线 (2 1) (1 ) 3(1 ) 0m x m y m      ，
1( ,1)
2

m  与两坐标轴分别交于 A、B两

点．当 OAB 的面积取最小值时 (O为坐标原点），则m的值为

A．
1
3

B． 1
3

 C． 1
5

 D．
1
5

7.（多选题）已知直线 l1：ax－y＋1＝0，l2：x＋ay＋1＝0，a∈R，以下结论正确的是( )

A．不论 a为何值时，l1与 l2都互相垂直

B．当 a变化时，l1与 l2 分别经过定点 A(0,1)和 B(－1,0)

C．不论 a为何值时，l1与 l2 都关于直线 x＋y＝0 对称

D．如果 l1与 l2交于点 M，则|MO|的最大值是 2
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【解析】直线过定点，则意味着定点坐标使得参数“失去作用”——即无论参数取何值，不

会影响表达式的值，能够达到此功效的只有让参数与“0”相乘，所以考虑将已知直线进行

变形，将含m的项与含 n的项分别归为一组，可得：    2 1 2 0m x y n x y     

【答案或提示】

1. 【答案】 1,1

，

若要让 ,m n “失去作用”，则
2 1 0

2 0
x y
x y
  

   
，解得

1
1

x
y
 

 
，即定点为  1,1 .

2.【分析一】直接设点斜式或截距式求出.

【解析一】设过点 P(－2，3)且与两坐标轴围成的三角形面积为 12 的直线的斜率为 k，则有

直线的方程为 y－3＝k(x＋2)，即 kx－y＋2k＋3＝0，它与坐标轴的交点分别为 M(0，2k＋3)、

N
－2－3

k
，0

．再由 12＝1
2
OM·ON＝1

2
|2k＋3|×|－2－3

k
|，可得|4k＋9

k
＋12|＝24，即 4k＋9

k
＋

12＝24，或 4k＋9
k
＋12＝－24．解得 k＝3

2
或 k＝－9－6 2

2
或 k＝－9＋6 2

2
，故满足条件的直

线有 3 条．

【分析二】求出与 x轴负方向、y轴正方向所围成三角形面积的最小值，若大于 12，满足条

件的直线有二条；若小于 12，满足条件的直线有四条；若大于 12，满足条件的直线有三条.

3.【答案】x＋y－3＝0

【解析】设 A(a,0)，B(0，b)，则 a>0，b>0，

直线 l的方程为
x
a
＋
y
b
＝1，所以

2
a
＋

1
b
＝1.

|MA→ |·|MB→ |＝－MA→ ·MB→＝－(a－2，－1)·(－2，b－1)＝2(a－2)＋b－1＝2a＋b－5

＝(2a＋b)
2
a
＋

1
b －5＝2b

a
＋

2a
b
≥4，

当且仅当 a＝b＝3 时取等号，此时直线 l的方程为 x＋y－3＝0.

4.【答案】x－2y＋4＝0

【解析】由题意可知 k≠0，再由 l的方程，得 A
－

1＋2k
k

，0
，B(0,1＋2k)．

依题意得
－

1＋2k
k

<0，

1＋2k>0，
解得 k>0.
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∵S＝1
2
·|OA|·|OB|＝1

2
·|1＋2k

k |·|1＋2k|＝1
2

·1＋2k2

k
＝

1
2

4k＋1
k
＋4

≥
1
2
×(2×2＋4)＝4，

“＝”成立的条件是 k>0 且 4k＝1
k
，即 k＝1

2
，

∴Smin＝4，此时直线 l的方程为 x－2y＋4＝0.

5. 【答案】8 4 2

【解析】设 ( ,0)B b ，C (0, )c ， 0b  ， 0c  ，

则直线方程的截距式为 1x y
b c
  ，

由 (2,2)A 在直线上可得：
2 2 1
b c
  ，即 2 2bc c b  ，

因为
2 2 41 2
b c bc

  ，所以 24bc ，当且仅当 4b  ， 6c  时取等号，

所以 2 2| | | | | |OB OC BC b c b c     
2 2 2 2

2 2

( )( )b c b c b c b c
b c b c

     


  

2

2
( ) 2
bc

b c b c bc


    2

2
( ) 2

2 4

bc
bc bc bc



 

2

4
( ) 8
bc

bc bc bc


 

4 4 8 4 2
8 11 1 1 1

2bc

  
   

．

故答案为：8 4 2 ．

6.【答案】C

【解析】由直线 (2 1) (1 ) 3(1 ) 0m x m y m      ，
1( ,1)
2

m  ，

可得
3(1 )( ,0)
2 1

mA
m



，
3(1 )(0, )

1
mB
m



．

当 OAB 的面积
2

2

1 3(1 ) 3(1 ) 9 1 2
2 2 1 1 2 2 1

m m m mS
m m m m
   

    
    

，

令
1 31 ( , )
2 2

m t   ，
2

2
2

9 9 1
1 5 92 2 5 2 2 2( )

4 8

tS
t t

t

    
     

，

当
4
5

t  ，即
1
5

m   时， S取得最小值．

故选 C．
7.【答案】 ABD
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对于 D，联

【解析】 对于 A，a×1＋(－1)×a＝0 恒成立，l1 与 l2互相垂直恒成立，故 A 正确；

对于 B，直线 l1：ax－y＋1＝0，当 a变化时，x＝0，y＝1 恒成立，

所以 l1恒过定点 A(0,1)；

l2：x＋ay＋1＝0，当 a变化时，x＝－1，y＝0 恒成立，

所以 l2恒过定点 B(－1,0)，故 B 正确．

对于 C，在 l1 上任取点(x，ax＋1)，

关于直线 x＋y＝0 对称的点的坐标为(－ax－1，－x)，

代入 l2：x＋ay＋1＝0，则左边不等于 0，故 C 不正确；

立
ax－y＋1＝0，

x＋ay＋1＝0，
解得

x＝－a－1
a2＋1

，

y＝－a＋1
a2＋1

，

即 M
－a－1
a2＋1

，
－a＋1
a2＋1 ，

所以|MO|＝
－a－1
a2＋1 2＋

－a＋1
a2＋1 2＝

2
a2＋1

≤ 2，

所以|MO|的最大值是 2，故 D 正确.故选 ABD.

专题 42 阿波罗尼斯圆

【方法点拨】

一般地，平面内到两个定点距离之比为常数 ( 1)   的点的轨迹是圆，此圆被叫做“啊

波罗尼斯圆” （又称之为圆的第二定义）.

说明：

（1） 不妨设  ,0A a ，  ,0B a ，  0, 0, 1AP BP a      ，再设  ,P x y ，则

有     2222 yaxyax   ，化简得：

2

2
2

2

2

2

1
2

1
1






















 ayax






，
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轨迹为圆心 aa
1

20
1
1

22

2


















，半径为， 的圆.

（2） 满足上面条件的啊波罗尼斯圆的直径的两端是按照定比内分 AB 和外分 AB 所得

的两个分点（如图，有 =
AM AN
BM BN

 ）.

（3）设 P是圆上的一点（不与M N、 重合），则 PM PN、 是三角形 PAB的内、外角平分

线， PM PN ．

（4）逆向运用：给定圆O和定点 A（ A不在圆O上且不与O重合），则一定存在唯一一个

定值 和一个定点 B，使得对于圆O上的任意一点 P都有
PA
PB

 ．

【典型题示例】

例 1 满足条件 AB＝2，AC＝ 2BC的△ABC的面积的最大值为 .

【答案】2 2

【分析】已知三角形的一边长及另两边的关系欲求面积的最大值，一种思路是利用面积公式、

余弦定理建立关于某一边的目标函数，最后利用基本不等式求解；二是紧紧抓住条件“AC

＝ 2BC”，符合 “啊园”，建系求出第三个顶点 C的轨迹，挖出“隐圆”，当点 C到直

线 AB距离最大，即为半径时，△ABC的面积最大为 2 2.

【解析一】设 BC＝ x，则 AC＝ 2x ，

根据面积公式得 ABCS = 21 sin 1 cos
2
AB BC B x B   ，

根据余弦定理得
2 2 2 2 24 2cos
2 4

AB BC AC x xB
AB BC x
   

 


24
4
x
x


 ，

代入上式得 ABCS =
 22 22 128 1241

4 16
xxx

x
  

  
 
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由三角形三边关系有
2 2

2 2

x x

x x

  


 
解得 2 2 2 2 2 2x    ，

故当
2 12, 2 3x x  时 ABCS 取最大值

128 2 2
16



【解析二】以 AB所在的直线为 x轴，它的中垂线为 y轴建立直角坐标系，

则 A（－1,0），B（1,0），设 C（x,y）

由 AC＝ 2BC，即 AC2＝2BC2

所以（x＋1）2＋y2＝2[（x－1）2＋y2]，化简得(x－3)2＋y2＝8

故点 C的轨迹方程为(x－3)2＋y2＝8(y≠0)，

当点 C到直线 AB距离最大，即为半径时，△ABC的面积最大为 2 2.

例 2 已知等腰三角形腰上的中线为 3，则该三角形面积的最大值为________.

【答案】2

【分析】本题解法较多，但各种解法中，以利用“啊圆”为最简，注意到中线上三角形两边

之比为 2∶1，符合啊波罗尼斯圆定理，挖出“隐圆”，易求得最大值为 2.

【解析一】如图 1， ABC 中， AB AC ， AD DC ， 3BD  ．

设 AD CD m  ，则 2AB m ，

在 ABD 中，
2 23 4cos

2 3
m mADB

m
 

  ，

在 BDC 中，
2 23cos

2 3
m BCCDB

m
 

  ，

由 cos cos 0ADB CDB    可得， 2 26 2BC m  ，

所以
2

2

5 3cos
4
mA
m


 ，则
4 2

2

9 30 9sin
4

m mA
m

  
 ，
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故

2
2

4 2
59 16
39 30 9

2 2ABC

m
m mS

          ，

易知当 2 5
3

m  时，面积的最大值是 2．

点评：避免求边 BC，优化此解法，考虑 ABD 中，有
2

2

5 3cos
4
mA
m


 ，而 2ABC ABDS S  ，

同样可解．

【解析二】以 BD中点O为原点， BD所在直线为 x轴建立如图 2 所示的平面直角坐标系，

设  ,A x y ， 则 2AB AD ， 即

2 2

2 23 34
2 2

x y x y
    
                

，

整 理 得 ，

2

25 3 4
6 3

x y
 

    
 

， 即 有
2
3

y  ， 所 以

3 2ABCS BD y y     ．

【解析三】以 BC中点O为原点， BC所在直线为 x轴建立如图 3 所示的平面直角坐标系，

设  ,0C m ，  ,0B m ，  0,A n ，则 ,
2 2
m nD  

 
 

，

所以
2 2

2 3 3
2 2
m nBD         

   
，而

4 3
3 2 2ABC

m nS mn    

2 23
4 2 2 2
3 2

m n      
      ，

当且仅当 3n m 时，取等．

【解析四】如图 4，作 AO BC 于点O，交 BD于点G，则G为 ABC 的重心，
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则有
2 2 3
3 3

BG CG BD   ，所以
13 3 sin 2sin 2
2ABC BGCS S BG CG BGC BGC         ，

当
2

BGC 
  时，取等．

例 3 已知圆 2 2: 1O x y  和点  2,0A  ，若定点  ,0B b ( 2)b   和常数满足：对圆O上

任意一点M ，都有 MB MA ，则 （1）b  ； （2）  ．

【答案】（1）
1
2

b   ；（2）
1
2

  .

【分析】其实质是啊圆的逆用，设出点的坐标，恒成立问题转化为与点的坐标无关，即分

子为零.

【解答】设  ,M x y ，则 2 2 2 21, 1x y y x    ，

2
2 2 2 2 2 2 2

2
2 2 2 2 2

5 1| | ( ) 2 1 1 2 2
| | ( 2) 4 4 1 5 4 2 5 4

b bMB x b y x bx b x b bx b
MA x y x x x x x


        

      
       

，

所以 为常数，所以 2 5 1 0
2

b b   ，

解得
1
2

b   或 2b   （舍去），所以 2 1
2 4
b    ．

例 4 已知圆 C：x2＋y2＝9，点 A(－5,0)，在直线 OA上(O为坐标原点)，存在定点 B(不同

于点 A)满足：对于圆 C上任一点 P，都有
PB
PA

为一常数，则点 B的坐标为___________．

【答案】
－

9
5
，0

【分析】本题的实质是“逆用啊圆”.

【解析一】假设存在这样的点 B(t,0)．

当点 P为圆 C与 x轴的左交点(－3,0)时，
PB
PA

＝
|t＋3|

2
；
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3|
当点 P为圆 C与 x轴的右交点(3,0)时，

P
PA
B
＝

|t－
8

.

依题意，
|t＋3|

2
＝

|t－3|
8

，解得 t＝－
9
5
或 t＝－5(舍去)．

下面证明点 B
－

9
5
，0

对于圆 C上任一点 P，都有
PB
PA

为一常数．

设 P(x，y)，则 y2＝9－x2，

所以
PB2

PA2＝

x＋9
5 2＋y2

x＋5 2＋y2
＝
x2＋

18
5
x＋9－x2＋

81
25

x2＋10x＋25＋9－x2
＝

18
25

· 5x＋17

2· 5x＋17
＝

9
25

.

从而
PB
PA

＝
3
5
为常数．

【解析二】假设存在这样的点 B(t,0)，使得
PB
PA

为常数λ，则 PB2＝λ2PA2，

所以(x－t)2＋y2＝λ2[(x＋5)2＋y2]，

将 y2＝9－x2代入，得 x2－2xt＋t2＋9－x2＝λ2(x2＋10x＋25＋9－x2)，

即 2(5λ2＋t)x＋34λ2－t2－9＝0 对 x∈[－3,3]恒成立，

所以
5λ2＋t＝0，

34λ2－t2－9＝0.
解得

λ＝3
5
，

t＝－
9
5

或
λ＝1，

t＝－5
(舍去)．

故存在点 B
－

9
5
，0

对于圆 C上任一点 P，都有
PB
PA

为常数
3
5

.

例 5 啊波罗尼斯是古希腊著名数学家，与欧几里得、啊基米德并称为亚历山大时期数学

三巨匠，他对圆锥曲线有深刻而系统的研究，啊波罗尼斯圆是他的研究成果之一，指的是：

已知动点 M与两定点 A，B的距离之比为 ( 0, 1)    ，那么点 M的轨迹就是啊波罗尼斯

圆，简称啊氏圆．已知在平面直角坐标系中，圆 2 2: 4O x y  、点  1,0A  和点  0,1B ，M

为圆 O 上的动点，则 2 | | + | |MA MB 的最小值为_________.

【答案】 17

【分析】逆用“啊圆”，将 2 | |MA 中系数 2 去掉化为“一条线段”， 从而将 2 | | + | |MA MB

化为两条线段的和，再利用“三点共线”求解.

【解析】因为啊圆的圆心、两定点共线，且在该直线上的直径的端点分别是两定点构成线段
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分成定比的内外分点

所以另一定点必在 x轴上，且  2,0 内分该点与  1,0A  连结的线段的比为 2

故该点的坐标为  4,0

设  4,0C  ，则圆
2 2: 4O x y  上任意一动点 M都满足 | | =2 | |MC MA

所以 2 | | + | | = | | + | |MA MB MC MB

又因为 | | + | | | | = 17MC MB BC ，当且仅当M B C、 、 共线时，等号成立

所以 2 | | + | |MA MB 的最小值为 17 .

点评：

1. 已知两定点、啊圆的圆心三点共线；

2. 啊圆的在已知两定点所在直线上的直径的两端点，分别是两定点构成线段分成定比的

内、外分点.

例 6 古希腊著名数学家阿波罗尼斯与欧几里得、阿基米德齐名.他发现:“平面内到两个

定点 ,A B的距离之比为定值  1   的点的轨迹是圆”.后来,人们将这个圆以他的名字

命名,称为阿波罗尼斯圆,简称阿氏圆在平面直角坐标系 xOy中,    2,0 , 4,0 ,A B 点

1
2

PA
P

PB
满足 .设点 P的轨迹为C ,下列结论正确的是（ ）

A．C的方程为  2 24 9x y  

B．在 x轴上存在异于 ,A B的两定点 ,D E ,使得
1
2

PD
PE



C．当 , ,A B P三点不共线时,射线 PO是 APB 的平分线

D．在C上存在点M ,使得 2 | |MO MA

【答案】BC

【分析】通过设出点 P 坐标，利用
1
2

PA
PB

 即可得到轨迹方程，找出两点 ,D E即可判断 B
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的正误，设出M 点坐标，利用 2 | |MO MA 与圆的方程表达式解出就存在，解不出就不

存在.

【解析】设点  ,P x y ，则
 
 

2 2

2 2

21 =
2 4

x yPA
PB x y

 


 
，化简整理得 2 2 8 0x y x   ，即

 2 24 16x y   ，故 A 错误；

根据对称性可知，当    6,0 , 12,0 ,D E  时，
1
2

PD
PE

 ，故 B 正确；

对于 C 选项，
2 2 2

cos =
2

AP PO AOAPO
AP PO
 




，
2 2 2

cos =
2

BP PO BOBPO
BP PO
 




,要证 PO

为角平分线，只需证明 cos = cosAPO BPO  ，即证

2 2 2 2 2 2

2 2
AP PO AO BP PO BO

AP PO BP PO
   


 

，化简整理即证 2 22 8PO AP  ，设  ,P x y ，

则 2 2 2PO x y  ，

   2 2 2 2 2 2 2 2 22 8 2 8 2 8AP x x y x x y x y x y           ，则证

cos = cosAPO BPO  ，故 C 正确；

对于 D 选项，设  0 0,M x y ,由 2 | |MO MA 可得  22 2 2
0 0 0 0= 2x y x y   ，整理得

2 2
0 0 03 3 16 +16 0x y x   ，而点 M 在圆上，故满足 2 2 8 0x y x   ，联立解得 0 =2x ， 0y

无实数解，于是 D 错误.故答案为 BC.

【巩固训练】

1.（多选题）在平面直角坐标系中，三点  1,0A  ，  1,0B ，  0,7C ，动点 P 满足

PA  2PB，则
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A.点 P的轨迹方程为  2 23 8x y   B. PAB△ 面积最大时 2 6PA 

C. PAB 最大时， 2 6PA  D. P到直线 AC距离最小值为
4 2

5

2. 在平面直角坐标系 xOy中，点 )0,4(),0,1( BA .若直线 0 myx 上存在点 P，

使得 PBPA
2
1

 ,则实数m的取值范围是

3. 已知圆 O：x2＋y2＝1 和点 A(－2,0)，若定点 B(b,0)(b≠－2)和常数λ满足：对圆 O上任意

一点 M，都有 MB＝λMA，则(1)b＝________； (2)λ＝________.

4.在△ �th中，|�t| 준 2�|�h| 준 ∴|th|�∴ > ��，则当△ �th面积的最大值为 2 2时，

∴ 준 ．

5.点 P 是圆 C：x2＋y2＝1 上动点，已知 A(－1,2)，B(2,0)，则 PA＋1
2
PB的最小值为________．

6.啊波罗尼斯是古希腊著名数学家，与欧几里得、啊基米德并称为亚历山大时期数学三巨匠，

他对圆锥曲线有深刻而系统的研究，主要研究成果集中在他的代表作《圆锥曲线》一书，

啊波罗尼斯圆是他的研究成果之一，指的是：已知动点M与两定点 Q、P的距离之比
|ul|
|uh|

준

��� > ��� � ��，那么点M的轨迹就是啊波罗尼斯圆．已知动点M的轨迹是啊波罗尼斯

圆，其方程为냐2 + �2 준 �，定点Q为x轴上一点，h� − �
2
���且� 준 2，若点t�����，则2|uh| +

|ut|的最小值为������

A. � B. � C. �� D. ��

7. 已知 )1,0(A ， )0,1(B ， )0,(tC ，点D是直线 AC上的动点，若 BDAD 2 恒成立，则

最小正整数 t的值为 ．

8.在平面四边形 ABCD中， 90BAD  ， 2AB  ， 1AD  ．若 4
3AB AC BA BC CA CB    

     
，

则
1
2CB CD 的最小值为 ．

9.已知 2 2( 1) 4x y   ,则 1 4 2 2 7 2
2

x y x    的最小值是__________.
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【解析】由题意可设  ,P x y

【答案或提示】

1. 【答案】ABD

，

由 2PA PB ，可得
2 22PA PB ，

即    2 22 21 2 1x y x y      ，化简可得  2 23 8x y   ，故选项 A 正确；

对于选项 B， 2AB  ，且点 P到直线 AB的距离的最大值为圆  2 23 8x y   的半径 r，

即为 2 2 ，所有 PAB△ 面积最大为
1 2 2 2 2 2
2
   ，此时  3, 2 2P ，所以

   223 1 2 2 2 6PA     ，故选项 B 正确；

对于选项 C， PAB 最大时，为过点 A 作圆  2 23 8x y   的切点，求得切点不为

 3, 2 2 ，则 2 6PA  ，故选项 C 错误；

对于选项 D，直线 AC 的方程为 7 7 0x y   ，则圆心  3,0 到直线 AC 的距离为

2

7 3 7 14 2
57 1

 



，所以点 P到直线 AC 距离最小值为

14 2 4 22 2
5 5

  ，故选项 D

正确；

故选 ABD.

2. 【答案】 2 2, 2 2  ．

【解法一】设满足条件 PB＝2PA的 P点坐标为(x，y)，则(x－4)2+y2＝4(x－1)2+4y2，化简得

x2+y2＝4．要使直线 x－y+m＝0 有交点，则
|m|

2
≤2．即－2 2≤m≤2 2．

【解法二】设直线 x－y+m＝0 有一点(x，x +m)满足 PA＝2PB，

则(x－4)2+(x+m)2＝4(x－1)2+4(x+m)2．

整理得 2x2+2mx+m2－4＝0 (*)

方程(*)有解，则△＝4m2－8(m2－4)≥0，
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解之得：－2 2≤m≤2 2．

3. 【答案】 (1)－1
2

(2)1
2

【解析】 (1)因为点M为圆O上任意一点，所以不妨取圆O与 x轴的两个交点(－1,0)和(1,0).

当 M点取(－1,0)时，由 MB＝λMA，得|b＋1|＝λ；

当 M点取(1,0)时，由 MB＝λMA，得|b－1|＝3λ.

消去λ，得|b－1|＝3|b＋1|.

两边平方，化简得 2b2＋5b＋2＝0，

解得 b＝－
1
2
或 b＝－2(舍去).

(2)由|b＋1|＝λ，得λ＝1
2

.

4.【答案】 2

【分析】本题考查轨迹方程的求解，以及新定义，直线与圆的位置关系的应用，属于较难

题．根据条件得到点 C的轨迹方程�∴2 − ��냐2 + �∴2 − ���2 + 2�∴2 + ��냐+ ∴2 − � 준 �，作

图，可得当点 C到 AB的距离 d等于其所在圆半径 r时，面积最大，通过面积求得 r，进

而得到 k．

【解析】如图，不妨设 ������，t� − ����，h��냐���，

则|�h| 준 ∴|th|，可化为�냐 − ��2 + �2 준 ∴2��냐 + ��2 + �2�，

整理可得�∴2 − ��냐2 + �∴2 − ���2 + 2�∴2 + ��냐+ ∴2 − � 준 �，

即�냐 + ∴2+�
∴2−�

�2 + �2 준 � ∴
2+�
∴2−�

�2 − �，圆心� − ∴2+�
∴2−�

���，�2 준 � ∴
2+�
∴2−�

�2 − �，

由图可知当点 C到 �t�냐轴�距离最大时，△ �th的面积最大，

即当点 C到 AB的距离 d等于半径 r时，面积最大，

�△ �th面积的最大值是
�
2
� 2� 준 2 2，解得 � 준 2 2，

故有� ∴
2+�
∴2−�

�2 − � 준 �2 2�2，解得 ∴ 준� 2，∴ 준� 2
2
，

因为 ∴ > �，所以 ∴ 준 2．

故答案为： 2．

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

58 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

5.【答案】
5
2

【提示】已知动点轨迹为圆，将
1
2
PB转化为 P 到一个定点的距离，即求动点到两个定点距

离之和.

6.【答案】C

【分析】令 2|uh| 준 |ul|，则 2|uh| + |ut| 준 |ul| + |ut|，由啊波罗尼斯圆的定义及已

知可求得点 Q的坐标，进而利用图象得解．

本题以啊波罗尼斯圆为背景，考查学生在陌生环境下灵活运用知识的能力，考查创新意识，

逻辑推理能力及运算求解能力，考查数形结合思想，属于拔高题．

【解析】由题意可得圆냐2 + �2 준 �是关于 P，Q的啊波罗尼斯圆，且� 준 2，则
|ul|
|uh|

준 2，

设点 Q的坐标为� �݉ǡ�，则
�냐−݉�2+��−ǡ�2

�냐+�2�
2+�2

준 2，

整理得，냐2 + �2 + �+2݉
�

냐 + 2ǡ
�
� + �−݉2−ǡ2

�
준 �，

由已知该圆的方程为냐2 + �2 준 �，则

� + 2݉ 준 �
2ǡ 준 �
�−݉2−ǡ2

�
준− �

，

解得
݉ 준− 2
ǡ 준 � ，

�点 Q的坐标为� − 2���，

� 2|uh| + |ut| 준 |ul| + |ut|，

由图象可知，当点M位于u�或u2时取得最小值，且最小值为|lt| 준 � − 2 − ��2 + � 준

��．
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故选：C．

7. 【答案】4

【解析】直线 AC的方程为 1 y
t
x

即 0 ttyx ，设 ),( yxD

BDAD 2 即
22 4BDAD 

 ])1[(4)1( 2222 yxyx 

9
8)

3
1()

3
4( 22  yx 表示圆外区域及圆周上的点

直线 0 ttyx 与圆
9
8)

3
1()

3
4( 22  yx 相离或相切

所以
3

22
1

|
3
1

3
4|

2






t

tt
，化简得 0142  tt

解得 32 t 或 32 t

正整数 t的值的值为 4．

8.【答案】 26
2

【 提 示 】 已 知 4
3AB AC BA BC CA CB    

     
可 化 为 :

2
=AB AC BA BC AB AC AB CB AB      

        
，故 =3CA CB

 
，点C 的轨迹是圆；所求

1
2CB CD

中含系数不同，需化一，由于
1 1= (2 )2 2CB CD CB CD  ，故应构造出

1
2CD 或 2CB ，这里

所求圆的圆心在直线 AB上，故需在直线 AB上寻求一点 E，使 CE=2CB，将 2CB 化为一条

线段，逆用“啊波罗尼斯圆”即可.

9.【答案】 26
2

【提示】为使所求具有几何意义，利用已知 2 2( 1) 4x y   进行常数代换，

 2 2 2 2 2 2 2 21 1 14 2 2 7 2 ( 1) ( 2) ( 1) 2 ( 2)
2 2 2

x y y x y x y x y x y                .
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专题 43 相关点法确定圆的轨迹

【方法点拨】

1.双动点、一显一隐：已知条件中有两个动点，一个动点的轨迹明显易求，另一个隐藏极深

难求.

2.建立关联：即建立双动点的关系，最好以向量的形式出现，从而便于使用坐标形式.

3.消显现隐：利用显动点的轨迹方程，通过代入，从而求出隐动点的轨迹方程.

【典型题示例】

例 1 在平面直角坐标系 xOy中，已知点 A（3，4），B，C是圆 O：x2+y2=4 上的两动点，

且 2 3BC  ，若圆 O上存在一点 P使得 +AB AC mOP
  

（ 0m  ），则正数m的取值

范围是 ．

【答案】[4，6]

【分析】BC是定长弦，动中取静，直接取 BC的中点为 D，易求出点 D的轨迹方程是 x2+y2=1，

再求另一动点 P的轨迹方程，利用 m的几何意义求出其取值范围.

【解析】设 BC的中点为 D，则 1OD  ，故点 D的轨迹方程是 x2+y2=1

∵D为 BC的中点

∴ + 2AB AC AD
  

∴ 2AD mOP
 

设 ( , )D x y ， 0 0( , )P x y

∴ 0 02( 3, 4) ( , )x y m x y   ，故有
0

2 6
2 8
x mx
y my
 

  

又∵ 0 0( , )P x y 在圆 O上

∴
2 2

0 0 4x y  ，故有
2 2 2( 3) ( 4)x y m   

这里m的几何意义是点 ( , )D x y 到点 A（3,4）的距离

又∵点 D的轨迹方程是 x2+y2=1
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∴点 ( , )D x y 到点 A（3,4）距离的最大值是 6，最小值是 4

∴m的取值范围是[4，6].

例 2 已知 AB是圆 O：x2+y2=2 的一条弦，且 6AB  ，M是 AB的中点，若动点 P(t，t

＋2)，Q(m，－2)，使得四边形 PMOQ为平行四边形，则实数 m的最大值是 ．

【答案】－3

【解析】易得点 M的轨迹方程是
2 2 1

2
x y 

∵四边形 PMOQ为平行四边形

∴OM QP
 

设 0 0( , )M x y ∴ 0 0( , ) ( , 4)x y t m t   ，

又∵ 0 0( , )M x y 在圆
2 2 1

2
x y  上

∴    2 2 14
2

t m t    ，可看作动点  ,t t 与动点  , 4m  距离的平方是
1
2

∴实数 m的最大值是－3．

例 3 在平面直角坐标系 xOy中，已知圆 C：x2+(y－1)2=1 及点 ( 3,0)A ，设点 P圆 C上

的一动点，在△ACP中，若∠ACP的平分线与 AP相交于 Q(m，n)，则
2 2+m n 的取值范

围是 ．

【答案】
7 2 7 2,
3 3

  
 
 

【解析】由角平分线性质定理得 2AQ AC
QP CP

  ∴ 2AQ QP
 

设 0 0( , )P x y ∴ 0 0( 3, ) 2( , )m n x m y n    ，故有
0

0

3 3
2

3
2

mx

ny

 



 

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

62 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

62

又∵ 0 0( , )P x y 在圆 C上

∴

2 23 3 3 1 1
2 2

m n            
，即

2 23 2 4
3 3 9

m n
             

故点 Q的轨迹是以
3 2,

3 3
 
  
 

为圆心
2
3
为半径的圆

∵
2 2+m n 的几何意义是点 Q到坐标原点的距离

∴
2 2+m n 的 最 大 值 、 最 小 值 分 别 是

2 23 2 2 7 2
3 3 3 3

            
、

2 23 2 2 7 2
3 3 3 3

            

故
2 2+m n 的取值范围是

7 2 7 2,
3 3

  
 
 

．

【巩固训练】

1.若点 A在圆
2 2: ( 1) ( 2) 4C x y    上运动，点 B在 y轴上运动，定点 (3, 2)P ，则

| |PA PB
 

的最小值为 .
2.在平面直角坐标系 xOy中，已知 A，B为圆 C：(x＋4)2＋(y－a)2＝16 上两个动点，且 AB

＝2 11．若直线 l：y＝2x上存在唯一的一个点 P，使得 PA
→

＋PB
→

＝OC
→

，则实数 a的值

为 ．

3.已知 ABC 是边长为 3的等边三角形，点 P是以 A为圆心的单位圆上一动点，点Q满足

2 1
3 3

AQ AP AC 
  

，则 BQ


的最小值是 ．

4.在平面直角坐标系 xOy中，已知点  2,2A ，E 、F 为圆    2 2: 1 1 4C x y    上的

两动点，且 2 3EF  ，若圆C上存在点 P ，使得 , 0AE AF mCP m  
  

，则m的取

值范围为________.

5.已知点 D为圆 O：x2＋y2＝4 的弦 MN的中点，点 A的坐标为(1，0)，且 1AM AN 
 

，则

OA OD
 

的最小值为 ．
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6.在平面直角坐标系 xOy中，已知点 ,A B分别为 x轴， y 轴上一点，且 2AB  ，若点

(2, 5)P ，则 AP BP OP 
  

的取值范围是 ．

7.如图，在边长为 2 的正方形 ABCD 中，M，N 分别是边 BC，CD 上的两个动点，且 BM＋

DN＝MN，则AM→ ·AN→的最小值是________．

8.在平面直角坐标系 xOy中，直线 l1：kx－y＋2＝0 与直线 l2：x＋ky－2＝0 相交于点 P，则

当实数 k变化时，点 P到直线 x－y－4＝0 的距离的最大值为 ．

9.已知 A，B 是圆 C1：x2＋y2＝1 上的动点，AB＝ 3，P 是圆 C2：(x－3)2＋(y－4)2＝1 上的

动点，则|PA→＋PB→ |的取值范围是 ．

10.设定点M(－3，4)，动点 N在圆 x2＋y2＝4 上运动，以 OM、ON为两边作平行四边形MONP，
则点 P的轨迹是 ．

【答案或提示】

1. 【答案】3
【解析】设 AB的中点为 ( , )Q x y ， 1 1( , )A x y ， 2(0, )B y

则

1

1 2

2

2

xx

y yy

 
  


，所以
1

1 2

2
2

x x
y y y


  

∵点 A在圆C上

∴
2 2

2(2 1) (2 2) 4x y y     ，即
2 221( ) ( 1) 1

2 2
yx y    

它表示以 21( , 1)
2 2
yC  为圆心，1为半径的圆

∴ min min
31
2

PQ PC   

∵Q为 AB的中点

∴ 2PA PB PQ 
  

故 | |PA PB
 

的最小值为 3.
2.【答案】2 或-18
【解析一】设 AB的中点为 M(x0，y0)，P(x，y)，
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则由 AB＝2 11，得 CM＝ 16－11＝ 5，即点 M的轨迹为(x0＋4)2＋(y0－a)2＝5.

又因为 PA
―→

＋ PB
―→

＝ OC
―→

，所以 PM
―→

＝
1
2
OC
―→

，

即(x0－x，y0－y)＝
－2，a

2 ，

从而

x0＝x－2，

y0＝y＋a
2
，

则动点 P的轨迹方程为(x＋2)2＋
y－a

2 2＝5，

又因为直线 l上存在唯一的一个点 P，所以直线 l和动点 P的轨迹(圆)相切，

则
丨−�−�2丨

−� 2+22
＝ 5，解得 a＝2 或 a＝－18.

【解析二】由题意，圆心 C到直线 AB的距离 d＝ 16－11＝ 5，

则 AB中点 M的轨迹方程为(x＋4)2＋(y－a)2＝5.

由 PA
―→

＋ PB
―→

＝ OC
―→

，得 2 PM
―→

＝ OC
―→

，所以 PM
―→

∥ OC
―→

.

如图，

连结 CM并延长交 l于点 N，则 CN＝2CM＝2 5.

故问题转化为直线 l上存在唯一的一个点 N，使得 CN＝2 5，所以点 C到直线 l的距离

为
丨 2（−�−�2）丨

−� 2+22
＝2 5，解得 a＝2 或 a＝－18.

3.【答案】
27
3



【解析】以点 A为坐标原点， AB为 x轴正半轴，使得C落在第一象限，建立平面直角坐标

系

设 0 0( , )P x y ， ( , )Q x y

则由
2 1
3 3

AQ AP AC 
  

得：
0

0

2 1
3 2
2 3
3 2

x x

y y

  

  

，故
0

0

3 3
2 4
3 3 3
2 4

x x

y y

  

  

∵点 P在单位圆上
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∴

223 3 3 3 3 1
2 4 2 4
x y

            

即

221 3 4
2 2 9

x y
            

，点Q的轨迹是以
1 3( , )
2 2

D 为圆心，
2
3
为半径的圆

又 7BD  ，所以 BQ


的最小值是
27
3

 ．

4.【答案】 2 1, 2 1   

【分析】取 EF中点为M ，连接 AM，得到 2 
  
AE AF AM ，由 , 0AE AF mCP m  

  

得到 


m AM ，再由 E、 F 为圆    2 2: 1 1 4C x y    上的两动点，且 2 3EF  ，

得到

1CM  ，设 ( , )M x y ，求出点M 的轨迹，再由点与圆位置关系，求出 AM


的取值范围，

即可求出结果.

【解析】取 EF中点为M ，连接 AM，

则 2 
  
AE AF AM ，

又圆    2 2: 1 1 4C x y    上存在点 P ，使得 , 0AE AF mCP m  
  

，

所以 2 
 
AM mCP，

因此 2 2 
 
AM m CP m，即 


m AM ；

因为 E、 F 为圆    2 2: 1 1 4C x y    上的两动点，且 2 3EF  ，

所以

2
22 1

2
    
 
EFCM ，设 ( , )M x y ，

则    2 21 1 1x y    ，即    2 21 1 1x y    即为动点M 的轨迹；

所以 AM


表示圆    2 21 1 1x y    上的点与定点  2,2A 之间的距离，

因此 1 1   


AC AM AC ，即 2 1 2 1   

AM .
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即 2 1 2 1   m .

故答案为： 2 1, 2 1   

5.【答案】 1
【 解 析 】 ∵

2 2 2 2 2 2 2( ) (4 ) 1AM AN AD DM AD OM OD AD OD         
 

∴
2 2 5AD OD  ，

设 ( , )D x y ，则  2 2 2 2( 1) 5x y x y       ，即
2 21 9( )

2 4
x y  

设
1 3 3( cos , sin )
2 2 2

D   （其中 R  ）

则
1 3 cos
2 2

OA OD   
 

所以 min[ ] 1OA OD  
 

（当 cos 1   时，“=”成立）.

6.【答案】[7,11]
7.【答案】8 2－8
8.【答案】3 2
9.【答案】[7,13]

10.【答案】圆：(x＋3)2＋(y－4)2＝4，除去两点
－

9
5
，

12
5 和

－
21
5
，

28
5

【解析】如图所示，设 P(x，y)，N(x0，y0)，则线段 OP的中点坐标为

x
2
，
y
2 ，

线段 MN的中点坐标为

x0－3
2

，
y0＋4

2 ．由于平行四边形的对角线互相平分，
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故
x
2
＝
x0－3

2
，
y
2
＝
y0＋4

2
．从而

x0＝x＋3

y0＝y－4
．

N(x＋3，y－4)在圆上，故(x＋3)2＋(y－4)2＝4．

因此所求轨迹为圆：(x＋3)2＋(y－4)2＝4，

但应除去两点
－

9
5
，

12
5 和

－
21
5
，

28
5 (点 P在直线 OM上的情况)．

专题 44 有关圆幂定理型压轴题

【方法点拨】

1.相交弦定理：如下左图，圆 O的两条弦 AB、PC相交于圆内一点 P，则

PA PB PC PD   .

2. 切割线定理:如下右图，PT为圆 O的切线，PAB、PCD为割线，则 2PT PA PB  （）;

3.割线定理：如下右图，PAB、PCD为圆 O的割线，则 PA PB PC PD   .

说明：上述三个定理可以统一为 2 2PA PB PO R   (其中 R是半径)，统称为圆幂定理.
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【典型题示例】

例 1 如图，在平面直角坐标系 xOy中，已知点 ( 1,0)A  ，点 P是圆 O：
2 2 4x y  上

的任意一点，过点 (1,0)B 作直线 BT 垂直于 AP，垂足为 T，则 2PA+3PT 的最小值是

__________．

【答案】
92 3 2 2 18 6 2PA PT PA
PA

    

【分析】从题中已知寻求 PA、PT间的关系是突破口，也是难点，思路一是从中线长定理入

手，二是直接使用圆幂定理.

【解法一】由中线长公式可得
2 2 21 2( )

2
PO PA PB AB   ，则

2 2 =10PA PB

2 2 2

cos
2

PA PB ABP
PA PB
 




，则
3cos P

PA PB




在 Rt PBT 中， cosPT PB P ，即
3PT
PA



所以
92 3 2 2 18 6 2PA PT PA
PA

     （当且仅当
3 2

2
PA  时取等）

【解法二】∵BT⊥ AP，∴点 T 的轨迹是圆，其方程是：x2+y2=1，

过点 P作该圆的切线 PC，C为切点，则 PC= 3 ，由切割线定理得：
2 3PC PA PT  

所以
92 3 2 2 18 6 2PA PT PA
PA

     （当且仅当
3 2

2
PA  时取等）.

点评：解法二中，先运用定直线张直角，得到隐圆，然后运用切割线定理得出定值，最后再

使用基本不等式予以解决，思路简洁、解法明快.在有关解析几何的题目中，首先考虑

相关的几何性质是解决这类问题的首选方向.
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例 2 在平面直角坐标系 xOy中，已知⊙C：x2＋(y－1)2＝5，A为⊙C与 x负半轴的交点，

过 A作⊙C的弦 AB，记线段 AB的中点为 M. 若 OA＝OM，则直线 AB的斜率为________．

【答案】2

【分析】看到“弦的中点”想到作“弦心距”，得到 CM⊥AB，故∠CMA+∠AOC=180o，所

以 A、O、C、M四点共圆，AC为直径.在该外接圆中，使用正弦定理求出 sinA即可.

【解析】连结 C、M，则 CM⊥AB，

在四边形 AOCM中，∠CMA+∠AOC=180o，故 A、O、C、M四点共圆，且 AC为直径.

x2＋(y－1)2＝5 中，令 y=0，得 x＝±2，A（－2，0），AC= �即为△AOM外接圆的直径，

在△AOM中，由正弦定理得：
�u
sinA

준 �，而 OA＝OM=2，

所以 sinA 준 2
�
，所以 tanA=2.

故直线 AB的斜率为 2．

例 3 在平面直角坐标系 xOy中，过点 (1,0)M 的直线 l与圆
2 2 5x y  交于 ,A B两点，

其中 A点在第一象限，且 2BM MA
 

，则直线 l的方程为 ．

【答案】y＝x－1

【分析】本题思路有下列几种：①利用向量坐标设点转化，点参法；②设直线方程的在 x

轴上的截距式，联立方程组；③垂径定理后二次解三角形；④相交弦定理；⑤利用”爪”

型结构,得
2 1
3 3

OM OA OB 
  

,两边平方求得 AOB 的余弦值.

【解法一】：易知直线 l的斜率必存在，设直线 l的方程为 y＝k(x－1)．

由BM
→

＝2MA
→

，设 BM＝2t，MA＝t.
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如图，过原点 O作 OH⊥l于点 H，则 BH＝3t
2

.

设 OH＝d，在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5.

在 Rt△OMH中，d2＋

t
2 2＝OM2＝1，解得 d2＝

1
2
，

则 d2＝
k2

k2＋1
＝

1
2
，解得 k＝1 或 k＝－1.

因为点 A 在第一象限， BM
→

＝2MA
→

，由图知 k＝1，

所以所求的直线 l的方程为 y＝x－1.

【解法二】由 2BM MA
 

，设 BM＝2t，MA＝t
又过点 M的直径被 M分成两段长为 5 1 、 5 1
由相交弦定理得   22 5 1 5 1t    ，解之得 2t 
过原点 O作 OH⊥l于点 H，

在 Rt△OBH中，d2＋

3t
2 2＝r2＝5，解得 d2＝

1
2
，（下同解法一，略）.

【解法三】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．

因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2x1－1，

－y2＝2y1.

当直线 AB的斜率不存在时，BM
→

＝MA
→

，不符合题意．

当直线 AB的斜率存在时，设直线 AB的方程为 y＝k(x－1)，
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联立
y＝kx－1，

x2＋y2＝5，
得(1＋k2)y2＋2ky－4k2＝0，则

y1＋y2＝
－2k
1＋k2

，

y1·y2＝
－4k2

1＋k2
，

－y2＝2y1，

解得

y1＝
2k

1＋k2
，

y2＝
－4k
1＋k2

，
所以 y1·y2＝

－8k2

1＋k22
＝
－4k2

1＋k2
，即 k2＝1.又点 A在第一象限，

所以 k＝1，即直线 AB的方程为 y＝x－1.

【解法四】设 A(x1，y1)，B(x2，y2)，则BM
→

＝(1－x2，－y2)，MA
→

＝(x1－1，y1)．

因为BM
→

＝2MA
→

，所以
1－x2＝2x1－1，

－y2＝2y1，
即

－x2＝2x1－3，

－y2＝2y1.

又
x21＋y21＝5，

x22＋y22＝5，
代入可得

x21＋y21＝5，

2x1－32＋4y21＝5，
解得 x1＝2，代入可得 y1＝±1.又点 A

在第一象限，故 A(2,1)，由点 A和点 M的坐标可得直线 AB的方程为 y＝x－1.

点评：

上述各种解法中，以解法一、解法二最简、最优.

【巩固训练】

1. 在平面直角坐标系 xoy中，M 是直线 3x  上的动点，以M 为圆心的圆M ，若圆M 截

x轴所得的弦长恒为 4，过点O作圆M 的一条切线，切点为P，则点 P到直线

2 10 0x y   距离的最大值为 .

2.在平面直角坐标系 xOy中，圆 C： 2 2 2( )x m y r   (m＞0)．已知过原点 O且相互垂直

的两条直线 l1 和 l2，其中 l1与圆 C相交于 A，B两点，l2与圆 C相切于点 D．若 AB＝

OD，则直线 l1 的斜率为 ．

3. 在平面直角坐标系 xOy中，设直线 2y x   与圆 2 2 2x y r  ( 0)r  交于 A B、 两点，O为

坐标原点，若圆上一点C满足
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，则 r  ．

4.在平面直角坐标系 xOy中，已知点  0,1P 在圆 C： 2 2 22 2 4 1 0      x y mx y m m 内，
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若存在过点 P 的直线交圆 C 于 A、B 两点，且△PBC 的面积是△PAC 的面积的 2 倍，则

实数 m的取值范围为 ．

5.在平面直角坐标系 xOy中，圆 2 2: ( 2) ( ) 3C x y m    ．若圆C存在以G为中点的弦 AB，

且 2AB GO ，则实数m的取值范围是 ．

6.已知直线 3y ax  与圆
2 2 2 8 0x y x    相交于 ,A B两点，点  0 0,P x y 在直线

2y x 上且 PA PB ，则 0x 的取值范围为 .

【答案与提示】

1.【答案】3 5

2.【答案】
2 5

5


【解析一】作 CE⊥AB于点 E，则
2 2 2 2 2 2 21 1

4 4
CE BC BE BC AB BC OD     

2 2
2 2 21 5( )

4 4
r mr m r 

    ，

由 OECD 是矩形，知 CE2＝OD2，∴

2 2
2 25

4
r m m r

  ，化简得
5

3
r
m
 ，

即 cos∠OCD＝
CD
OC

＝
5

3
r
m
 ，tan∠COB＝tan∠OCD＝

2 5
5

，

∴直线 l1的斜率为
2 5

5
 ．

【解析二】作 CE⊥AB于点 E，则 OECD 是矩形

设 OD＝t(t >0)，则由切割线定理 OD2＝OA ×OB得
2 ( )( )

2 2
t tt r r   ，即

2 25
4

r t （※）

又
2 2 2m t r  ，将（※）代人得

2 29
4

m r ，即
2
3

r
m

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Rt COE ，
2sin
3

rCOE
m

  

∴直线 l1 的斜率为
2 5

5
 ．

3.【答案】: 10

【解法一】遇线性表示想求模，将向量问题实数化.

2
2 2 25 3 25 5 3 92

4 4 16 4 4 16
OC OA OB OA OA OB OB         

 

      
，

即 2 2 2 225 15 9cos
16 8 16

r r r AOB r    ，整理化简得
3cos
5

AOB   .

过点O作 AB的垂线交 AB于D，

则 2 3cos 2cos 1
5

AOB AOD      ，得
2 1cos

5
AOD  .

又圆心到直线的距离
2 2
2

OD   ，所以
2

2
2 2

1 2cos
5

ODAOD
r r

    ， 10r  .

【解法二】注意到线性表示时的系数和为 2，联想“三点共线”.

由
5 3
4 4

OC OA OB 
  

，即
1 5 3
2 8 8
OC OA OB 
  

得 A B D、 、 三点共线（其中D是 AB的中点），且 : 3:5AD BD  ，

设 3AD x ， 5BD x

思路一：垂径定理后二次解三角形，

 

2
22

222

2
2

4 2

r x

r x

    
 


 

，解之得 10r  .
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思路二：相交弦定理，

 
222

33 5
2 2

4 2

r rx x

r x

   

  

，解之得 10r  .

4.【答案】
4 ,4
9
 

 

5.【答案】 [ 2, 2]

【提示】易知OA OB ，考察临界状态，只需过原点作圆的切线，切点弦的张角大于等于

直角即可.

6.【答案】 ( 1,0) (0,2) 

专题 45 利用方程同解求圆的方程

【方法点拨】

当圆与另一曲线（如抛物线）有两个公共点求圆的方程时，可考虑将曲线方程分别与直

线方程联立消元，根据函数与方程的关系，则两方程同解，故可利用系数成比例求解圆的方

程.

【典型题示例】

例 1 （多选题）已知二次函数  2 2 0y x x m m    交 x轴于A ， B两点（A ， B不

重合），交 y轴于C点.圆M 过A ， B，C三点.下列说法正确的是（ ）

①圆心M 在直线 1x  上； ②m的取值范围是  0,1 ；

③圆M 半径的最小值为 1； ④存在定点 N ，使得圆M 恒过点N .

A．① B．② C．③ D．④

【答案】AD

【解析】①因为二次函数  2 2 0y x x m m    的对称轴是 1x  ，且A ， B两点关于
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1x  对称，所以圆心M 在直线 1x  上，故正确；

②因为二次函数  2 2 0y x x m m    交 x轴于A ， B两点，所以 4 4 0m    解得

1m  且 0m  ，故错误；

③设圆M 的方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，（#）

令 0y  ，则 2 0x Dx F  

则 ,A Bx x 为方程 2 0x Dx F   的两个根

∵  2 2 0y x x m m    与 x轴交于A ， B 两点

∴ ,A Bx x 为方程 2 2 0x x m   的两个根

故方程 2 0x Dx F   与方程  2 2 0y x x m m    的根相同

∴ 2D   ， F m ，代入（#） 2 2 2 0x y x Ey m    

又∵ (0, )C m 在圆上

∴ 2 0m mE m   ，解得 1E m  

所以所求圆的方程为 2 2 2 ( 1) 0x y x m y m      .

即  
2 2

2 1 2 51
2 4

m m mx y        
 

故
 22

2 1 42 5
4 4

mm mr
  

  ，因为 1m  且 0m  ，所以 1r  ，故错误；

④圆M的方程为    22
2 1 411

2 4
mmx y
      

 
，即

2 22 ( 1) 0x x y y m y      ，则圆M 恒过定点  0,1N ，故正确；故选：AD.

例 2 （多选题）在平面直角坐标系 xOy中，设二次函数    2f x x Rx  的图象与直线

 : 0l y x m m   有两个不同的交点 ,A B，经过 , ,A B O三点的圆记为圆C .下列结论正

确的是（ ）
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A．
1
4

m   且 0m 

B．当 2log 3m  时， AOB 为钝角

C．圆C：  2 2 2 0x y mx m y     （
1
4

m   且 0m  ）

D．圆C过定点  1,1

【解析】对于 A，联立

2y x
y x m

 


 
，消 y可得 2 0x x m   ，

二次函数与直线有两个交点，则    21 4 1 0m        ，

解得
1
4

m   ，又 0m  ，故 A正确；

对于 B，联立消 y可得 2 0x x m   ，

设  1 1,A x y ，  2 2,B x y ，则 1 2 1x x + ， 1 2x x m  ，

则     2 2
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( ) 2OA OB x x y y x x x m x m x x m x x m m m            

 

当 2log 3m  时，  2 2log 3 l 13 0ogOA OB   
 

，

所以 AOB 为锐角，故 B错误；

对于 C，设圆C的方程为 2 2 0x y Dx Ey    （因为圆C过O，故 0F  ），

由

2y x
y x m

 


 
，消 y可得 2 0x x m   ，故 ,A Bx x 为方程 2 0x x m   的两个根

由

2 2 0x y Dx Ey
y x m




 
   


，消 y可得 2 2( 0)()x Dx m x mx E    

即 2 22 )2 ( ) 0(m D E m mx Ex    

故 ,A Bx x 为方程 2 22 )2 ( ) 0(m D E m mx Ex     的两个根

所以 2 22 )2 ( ) 0(m D E m mx Ex     与 2 0x x m   为同一方程

故有 2

2
2

2m D E
m mE m

 
  

 



，解得
2

D
m
m

E  







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所以圆C的方程为  2 2 2 0x y mx m y     （
1
4

m   且 0m  ，故 C正确；

对于 D，由 C：  2 2 2 0x y mx m y     （
1
4

m   且 0m  ），

整理可得  2 2 2 0x y m x y y     ，方程过定点

则 2 2

0
2 0

x y
x y y
 

   
，解得

1
1

x
y
 

 
，所以圆C过定点  1,1 ，故 D正确；

故选：ACD.

【巩固训练】

1.在平面直角坐标系中，经过三点 (0,0), (1,1)(2,0) 的圆的方程为 .

2.在平面直角坐标系 xOy中，记二次函数
2( ) 2f x x x b   （ xR ）与两坐标轴有

三个交点．经过三个交点的圆记为C，则圆C经过定点 （其坐标与b的无关）．

3.已知圆C过点 (4,2)A ， ( )1,3B ，它与 x轴的交点为  1,0x ， 2 ,0x ，与 y轴的交点为  10 y, ，

 20, y ，且 1 2 1 2 6x x y y    ，则圆 C的标准方程为___________.

4. 已知曲线 2 2020y x x   与 x轴交于 NM , 两点，与 y轴交于 )2020,0( P 点，则

PNM ,,过 外接圆的方程为（ ）

A． 2 2 2019 2020 0x y x y     B． 2 2 2021 2020 0x y x y    

C． 2 2 2019 2020 0x y x y     D． 2 2 2021 2020 0x y x y    

【答案或提示】

1.【答案】 2 2 2 0x y x  

【解析】设所求圆的一般式方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

78 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

78

令 0y  ，得 2 0x Dx F   ，

则 0,2是方程 2 0x Dx F   的两个根，所以
0 2
0 2

D
F

  
  

，
2

0
D
F
 

 

所以圆的一般方程为 2 2 2 0x y x F   

将  0,0 代入，得 0F  ，所以圆的一般方程为 2 2 2 0x y x   .

2.【答案】 (0,1), ( 2,0)

【解析】设所求圆的一般方程为
2x 2 0y Dx Ey F    

令 y＝0 得
2 0x Dx F   这与

2 2 0x x b   是同一个方程，故 D＝2，F＝b．

令 x＝0 得
2 0y Ey  ，此方程有一个根为 b，代入得出 E＝―b―1．

所以圆 C 的方程为
2 2 2 ( 1) 0x y x b y b      .

分离参数得：
2 2 2 (1 ) 0x y x y b y      （*）

令 x＝0，得抛物线与 y轴交点是（0，b）；

令   2 2 0f x x x b    ，由题意 b≠0 且Δ＞0，解得 b＜1 且 b≠0．

为使（*）式对所有满足 1( 0)b b  的b都成立，必须有，结合（*）式得

2 2 2 0
1 0
x y x y
y

    

 

，解得
0 2

   
1 1

x x
y y
  

   

， － ，
或

， ，

经检验知，点 (0,1), ( 2,0) 均在圆 C 上，因此圆 C 过定点.

3.【答案】 2 2( 2) ( 1) 5x y   

【解析】设圆 C的一般式方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，

令 0y  ，得 2 0x Dx F   ，所以 1 2x x D   ，

令 0x  ，得 2 0y Ey F   ，所以 1 2y y E   ，

所以有 1 2 1 2 ( ) 6x x y y D E       ，所以 6D E   ，①

又圆 C过点 (4,2)A ， ( )1,3B ，所以 2 24 2 4 2 0D E F     ，②

2 21 3 3 0D E F     ，③，
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由①②③得 4D   ， 2E   ， 0F  ，

所以圆 C的一般式方程为 2 2 4 2 0x y x y    ，标准方程为 2 2( 2) ( 1) 5x y    .

4. 【答案】A

【解析】设 MNP△ 外接圆的方程为 2 2 0x y Dx Ey F     ，（#）

令 0y  ，则 2 0x Dx F  

则 ,M Nx x 为方程 2 0x Dx F   的两个根

∵ 2 2020y x x   与 x轴交于 NM , 两点

∴ ,M Nx x 为方程 2 2020 0x x   的两个根

故方程 2 0x Dx F   与方程 2 2020 0x x   的根相同

∴ 1D  ， 2020F   ，代入（#） 2 2 2020 0x y x Ey    

又∵ )2020,0( P 在圆上

∴ 2( 2020) 2020 2020 0E    ，解得 2019E 

所以所求圆的方程为 2 2 2019 2020 0x y x y     .

专题 46 圆的切线系、圆系的综合应用

【方法点拨】
1.直线方程 ( )cos ( )sinx a y b r     (其中 , ,a b r 均为实常数，且 0r  ， R  )

的几何意义是，以  ,a b 为圆心 r为半径圆的切线系.

事实上，为“动中寻静”使所求值与 无关，只需求点  ,a b 到直线的距离 d ，有

2 2

( )cos ( )sin

cos sin

a a b b r
d r

 

 

   
 


，即直线是圆 2 2 2( ) ( )x a y b r    全体切线组成
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的集合，它可以看作过圆 2 2 2( ) ( )x a y b r    上任意一点  cos , sina r b r   的切

线.

2.当圆心坐标含参时，应考虑消参，探求圆心的轨迹.

【典型题示例】

例 1 已知圆 2 2: ( 1 cos ) ( 2 sin ) 1M x y       ，直线 : 2 0l kx y k    ，下面

五个命题，其中正确的是

A．对任意实数 k与 ，直线 l和圆M 有公共点 ；

B．对任意实数 k与 ，直线 l与圆M 都相离；

C．存在实数 k与 ，直线 l和圆M 相离；

D．对任意实数 k，必存在实数 ，使得直线 l与圆M 相切；

E．对任意实数 ，必存在实数 k，使得直线 l与圆M 相切.

【答案】AD

【分析】对于圆M 动圆心，定半径 1r  ，圆心为 (1 cos ,2 sin )M    ，故其轨迹是以（1,2）

为圆心，半径 1r  的圆. 直线 : 2 0l kx y k    过定点（1,2）.

【解析】AB选项，由题意知圆M 的圆心为 (1 cos ,2 sin )M    ，半径为 1r  ，直线 l的

方程可以写作 ( 1) 2y k x   ，过定点 (1,2)A ，因为点 A在圆上，所以直线 l与圆相切或相

交，任意实数 k与 ，直线 l 和圆M 有公共点， A正确， B错误；

C选项，由以上分析知不存在实数 k与 ，直线 l和圆M 相离，C错误；

D选项，当直线 l与圆M 相切时，点 A恰好为直线 l与圆M 的切点，故直线 AM 与直线 l

垂直，①当 0k  时，直线 AM 与 x 轴垂直，则 1 cos 1  ，即 cos 0  ，解得

( )
2

k k Z    ，存在 ，使得直线 l与圆M 相切；

②当 0k  时，若直线 AM 与直线 l垂直，则 cos 0  ，

直线 AM 的斜率为
2 sin 2 sin tan
1 cos 1 cosAMK   

 
 

  
 

，

所以 1AMk k   ，即
1tan
k

   ，

此时对任意的 0k  ，均存在实数，使得
1tan
k

   ，则直线 AM 与直线 l垂直，
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综上所述，对任意实数 k，必存在实数 ，使得直线 l与圆M 相切，D正确．

E选项，点 (1 cos ,2 sin )M    到直线 l的距离为
2

| cos sin |
1

kd
k
 




，

令 0  ，当 0k  时， 0d  ；

当 0k  时，
2

| | 1
1

kd
k

 


，即此时 1d  恒成立，

直线 l与圆M 必相交，故此时不存在实数 k，使得直线 l与圆M 相切， E错误．

故选 AD．

例 2 设直线系 : cos ( 2) sin 1(0 2 )M x y        ．下列四个命题中正确的是（ ）

A．存在一个圆与所有直线相交；

B．存在一个圆与所有直线不相交；

C．存在一个圆与所有直线相切；

D．M中的直线所能围成的正三角形面积都相等.

【答案】ABC

【解析】因为 cos ( 2) sin 1x y   

所以点 (0, 2)P 到M 中每条直线的距离 2 2

1 1
cos sin

d
 

 


即M 为圆

2 2: ( 2) 1C x y   的全体切线组成的集合，所以存在圆心在 (0, 2) ，半径大于1的圆与M

中所有直线相交, A 正确

也存在圆心在 (0, 2) ，半径小于 1 的圆与M 中所有直线均不相交，B 正确

也存在圆心在 (0, 2) 半径等于 1 的圆与M 中所有直线相切，C 正确

故 ABC正确

因为M 中的直线与以 (0, 2) 为圆心，半径为 1 的圆相切,所以M 中的直线所能围成的正三

角形面积不都相等，如图 ABC△ 与 ADE 均为等边三角形而面积不等,
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故D错误，答案选 ABC.

例 3 （多选题）设有一组圆 kC ：     2 2 4 *,1 3 2x k y k k k N      ．下命题中真

命题是（ ）.

A.存在一条定直线与所有的圆均相切； B.存在一条定直线与所有的圆均相交；

C.存在一条定直线与所有的圆均不相交； D.所有的圆均不经过原点．

【答案】BD

【解析】根据题意得：圆心坐标为 1,3k k（ ），

圆心在直线  3 1y x  上，故存在直线  3 1y x  与所有圆都相交，选项②正确；

考虑两圆的位置关系：

圆 k：圆心  1,3k k ，半径为 22k ，

圆 1k  ：圆心   1 1,3 1k k   ，即  ,3 3k k  ，半径为  22 1k  ，

两圆的圆心距    2 21 3 3 3 10d k k k k       ，

两圆的半径之差  2 22 1 2 2 2 2R r k k k      ，

任取 1k  或2时，（ R r d  ）， kC 含于 1kC  之中，选项①错误；

若 k取无穷大，则可以认为所有直线都与圆相交，选项③错误，

将  0,0 带入圆的方程,则有  2 2 41 9 2k k k    ，即 2 410 2 1 2k k k   （ k N ），

因为左边为奇数，右边为偶数，故不存在 k使上式成立，即所有圆不过原点，选项④正确。

故答案为：BD.

【巩固训练】
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1.已知动直线 : cos sin 1l x y   与圆
2 2

1 : 2C x y  相交于 A，B两点，圆

2 2
2 : 1.C x y  下列说法：① l与 2C 有且只有一个公共点；②线段 AB的长度为定值；

③线段 AB的中点轨迹为 2C .其中正确的个数是（ ）

A．0 B．1 C．2 D．3

2.（多选题）设直线系 : cos ( 2)sin 1 (0 2 )M x y        ,对于下列四个命题：

A．M 中所有直线均经过一个定点；

B．存在定点 P不在M 中的任一条直线上；

C．对于任意整数 ( 3)n n  ，存在正 n边形,其所有边均在M 中的直线上；

D．M 中的直线所能围成的正三角形面积都相等.

其中真命题是（ ）

3.（多选题）关于下列命题，正确的是（ ）

A．若点  2,1 在圆 2 2 22 15 0x y kx y k      外，则 2k  或 4k   ；

B．已知圆M ： 2 2( cos ) ( sin ) 1x y     与直线 y kx ，对于任意的 R  ，总存

在 kR使直线与圆恒相切；

C．已知圆M ：    2 2cos sin 1x y     与直线 y kx ，对于任意的 kR，总存

在 R  使直线与圆恒相切；

D．已知点  ,P x y 是直线 2 4 0x y   上一动点，PA ､ PB是圆C： 2 2 2 1x y y  

的两条切线， A ､ B是切点，则四边形PACB的面积的最小值为 6 .

4. （多选题）圆
2 2

1 : ( 2cos ) ( 2sin ) 1C x y     与圆
2 2

2 : 1C x y  ，下列说法正确

的是（ ）

A．对于任意的，圆 1C 与圆 2C 始终相切；

B．对于任意的，圆 1C 与圆 2C 始终有四条公切线；

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

84 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

84

C．当
6
  时，圆 1C 被直线 : 3 1 0l x y   截得的弦长为 3 ；

D．P，Q分别为圆 1C 与圆 2C 上的动点，则 PQ 的最大值为 4.

5.（多选题）设有一组圆
2 2: ( ) ( ) 4( )kC x k y k k R     ，下列命题正确的是（ ）．

A．不论 k如何变化，圆心C始终在一条直线上；

B．所有圆 kC 均不经过点 (3,0)；

C．经过点 (2, 2)的圆 kC 有且只有一个；

D．所有圆的面积均为 4 .

6．已知圆O： 2 2 5x y  ，直线 l： cos sin 1x y   （
π0
2

  ）.设圆O上到直线 l的距

离等于 1 的点的个数为 k，则 k  .

7. 当 取遍所有值时，直线 cos sin 4 2 sin
4

x y      （ ）所围成的图形面积为

.

8. 已知
2cos sin 2 0a a    ，

2cos sin 2 0b b    （ a b ），对任意 ,a b R ，

经过两点
2( , )a a 、

2( , )b b 的直线与一定圆相切，则该圆的方程为 .

9. 在直角坐标系 xOy中，已知直线 : cos sin 1l x y     ，当变化时，动直线始终没

有经过点 P．定点Q的坐标  2,0 ，则 PQ 的取值范围为（ ）．

A.  0,2 B.  0,2 C.  1,3 D.  1,3

【答案或提示】

1.【答案】D

【分析】求出圆心到直线的距离后结合两圆的半径可判断各项的正误，从而可得正确的选项.

【解析】原点到直线 l的距离
2 2

1 1
cos sin

d
 

 


，
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因为圆 2C 的半径为 1 且原点为其圆心，∴直线 l与圆 2C 相切，故①正确；

原点为圆 1C 的圆心，故 | | 2 2 1 2AB    ，∴线段 AB的长度为定值，故②正确；

设 AB的中点为M ，则 1OM d  ，故线段 AB的中点轨迹为 2C ，故③正确.

故选：D.

2.【答案】BC

【 解 析 】 因 为 cos ( 2)sin 1x y    所 以 点 (0, 2)P 到 M 中 每 条 直 线 的 距 离

2 2

1 1
cos sin

d
 

 


即M 为圆C : 2 2( 2) 1x y   的全体切线组成的集合,从而M 中存在两条平行直线,所以 A

错误

又因为 (0, 2) 点不存在任何直线上,所以 B 正确 w.w.w.k.s.5.u.c.o.m

对任意 3n  ,存在正 n边形使其内切圆为圆C ,故C正确

M 中边能组成两个大小不同的正三角形 ABC和 AEF ,故 D 错误,
故命题中正确的序号是 B,C.

3.【答案】ACD

【解析】 2 2 22 15 0x y kx y k      的圆心 , 1
2
k   

 
，半径

21 64 3
2

k ，则

 
2

2 212 1 1 64 3
2 2
k k      

 
，所以 2k  或 4k   ，故 A 正确；

已知圆M ： 2 2( cos ) ( sin ) 1x y     的圆心  cos ,sin  ，半径1，

圆心M 到直线 y kx 的距离
2 2 2

cos sin cos sin
1 1 1

k kd
k k k

   
  

  
，

当 sin 0  时
2 2

coscos 1, | | | | 1
1 1
k kd

k k
     

 
，即此时不存在 kR使直线与圆相

切，因此 B错误；
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对于任意的 kR，令
2 2

1cos ,sin
1 1
k
k k

  
 

，则 1d  ，即对于任意的 kR，

总存在 R  使直线与圆相切，故 C 正确.

 0,1C ，半径 2r  ，圆心  0,1C 到直线 2 4 0x y   的距离
2 2

5 5
2 1

d  


，即

PC 的最小值 5 ，由
2 2PA PC r  ，所以  min

3PA  ，

四边形PACB的面积最小值    min min

12 2 3 2 6
2PACS PA r      Rt△ ，

故 D 正确.故选：ACD.

4. 【答案】ACD

【分析】动圆圆心为 1(2cos ,2sin )C   ， 2 2(2cos ) (2sin ) 4   ，故其轨迹是以（0,0）

为圆心，2 为半径的圆，结合形，求出圆心距，判断两圆位置关系可判断 AB，求出圆心 1C

到直线的距离，由勾股定理求得弦长判断 C，由两圆心距离可判断 D．

【解析】由已知 1(2cos ,2sin )C   ， 2(0,0)C ， 2 2
1 2 (2cos ) (2sin ) 2CC     等于

两圆半径之和，两圆始终相切，A 正确，B 错误；

6
  时， 1( 3,1)C ， 1C 到已知直线 l的距离为

2 2

3 3 1 1 1
2( 3) ( 1)

d
  

 
 

，则弦长为

2
2 12 1 3

2
   
 

，C 正确；

由于 1 2 2CC  ，∴ 1 2max
1 1 4PQ CC    ， 1 2, , ,P C C Q共线时最大值．D 正确．

故选：ACD．

5. 【答案】ABD

【解析】圆心坐标为 ( , )k k ，在直线 y x 上，A正确；

令 2 2(3 ) (0 ) 4k k    ，化简得 22 6 5 0k k   ，

∵ 36 40 4 0      ，∴ 22 6 5 0k k   ，无实数根，∴B正确；
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由 2 2(2 ) ( ) 42k k   ，化简得 2 4 2 0k k   ，

∵ 16 8 8 0     ，有两不等实根，∴经过点 (2, 2)的圆 kC 有两个，C错误；

由圆的半径为 2，得圆的面积为 4 ，D正确．故选：ABD．

6. 【答案】4

【解析】圆心O到直线 l的距离为 1d  ，所以圆的半径 5r  ，且 5 1 1r d    ，所以

圆O上在直线 l的两侧各有两个点到直线 l的距离等于 1.

7.【答案】16

【解析】直线 cos sin 4 2 sin
4

x y      （ ）方程可化为

 cos 1 (sin 1) 4x y    

故点（1,1）到该直线的距离
2 2

cos sin 4 2 sin
4 4

cos sin
d

  

 

   
 



（ ）

∴直线是与以点（1,1）为圆心，4 为半径的圆相切的直线系

故直线所围成的图形面积为16 .

8.【答案】
2 2 4x y 

【解析】∵
2cos sin 2 0a a    ，

2cos sin 2 0b b   

∴
2( , )a a 、

2( , )b b 都在直线 cos sin 2 0x y    ，

故经过两点
2( , )a a 、

2( , )b b 的直线是 cos sin 2 0x y   

∴点（0,0）到该直线的距离
2 2

2
2

cos sin
d

 
 



故所求圆的方程为
2 2 4x y  .

9.【答案】D

【分析】根据原点到直线 l的距离为 1，结合题意可得点 P在单位圆内，即可求解.

【解析】因为原点到直线 l的距离为
2 2

1 1
cos sin 




，
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所以动直线 l所围成的图形为单位圆，

又动直线始终没有经过点 P，所以点 P在该单位圆内，

2OQ  ， 1 1OQ PQ OQ     ，

即 PQ 的取值范围为  1,3 .

故选：D．

专题 47 抛物线过焦点的弦

【方法点拨】

设 AB是过抛物线 y2＝2px(p＞0)焦点 F的弦，若 A(x1，y1)，B(x2，y2)，α为弦 AB的倾斜角，

则：

(1)x1x2＝
p2

4
，y1y2＝－p2.

(2)|AF|＝ p
1－cos α

，|BF|＝ p
1＋cos α

(其中点 A在 x轴上侧，点 B在 x轴下侧) .

(3)弦长|AB|＝x1＋x2＋p＝ 2p
sin2α

.

(4) 1
|AF|

＋
1

|BF|
＝

2
p

.

(5)以弦 AB为直径的圆与准线相切．

【典型题示例】

例 1 已 知 抛 物 线  02: 2  ppxyC 的 焦 点 F 到 其 准 线 的 距 离 为 4 ， 圆

  12: 22  yxM ，过F 的直线 l与抛物线C和圆M 从上到下依次交于 A，P，Q，B

四点，则 BQAP 4 的最小值为 .

【答案】13
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【分析】易知 4p  ，圆心 (2,0)M 即为焦点 F ，故 4 4 5AP BQ AF BF    ，再利用

抛物线的定义，进一步转化为 4 4 5A BAP BQ x x    ，利用 4A Bx x  、基本不等式即可.

【解析】易知 4p  ，圆心 (2,0)M 即为焦点 F

所以    4 1 4 1 4 5AP BQ AF BF AF BF       

根据抛物线的定义 2
2A A
pAF x x    ， 2

2B B
pBF x x   

所以    4 2 4 2 5 4 5A B A BAP BQ x x x x        

又
2

4
4A B
px x  

所以 4 4 5 2 4 5 13A B A BAP BQ x x x x        ，当且仅当 4A Bx x ，即
4
1

A

B

x
x


 

时

等号成立，此时直线 l的方程是 2 2 4 2y x 

所以 BQAP 4 的最小值为 13.

例 2 已知斜率为 k的直线 l过抛物线 C：y2＝2px（p＞0）的焦点，且与抛物线 C交于 A，

B两点，抛物线 C的准线上一点 M（－1，－1）满足MA


·MB


＝0，则｜AB｜＝ （ ）

A．3 2 B．4 2 C．5 D．6

【答案】C

【分析】将MA


·MB


＝0 直接代入坐标形式，列出关于 A，B中点坐标的方程，再利用斜

率布列一方程，得到关于 A，B中点坐标的方程组即可.这里需要说明的是，MA


·MB


＝0

转化的方法较多，如利用斜边中线等于斜边一半等，但均不如上法简单.

【解析】易知 p=2

设 A（x1，y1），B（x2，y2），则 x1x2=1，y1y2=－4， 1 1( 1, 1)MA x y  


， 2 2( 1, 1)MB x y  


∵MA


·MB


＝0

∴ 1 2 1 2( 1)( 1) ( 1)( 1) 0x x y y      ，化简得 1 2 1 2 1x x y y   

设 A、B中点坐标为（x0，y0），则 0 0
1
2

x y  ①
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又由直线的斜率公式得 1 2 1 2
2 2

1 21 2 1 2 0

4 2

4 4

AB
y y y yk k

y yx x y y y
 

    
 

， 0

0 1
yk
x




∴ 0

0 0

2
1

y
y x




，即
2

0 02( 1)y x  ②

由①、②解得 0
3
2

x 

∴ 1 2 02 5AB x x p x p      ，答案选 C.

点评：

本题的命题的原点是阿基米德三角形，即从圆锥曲线准线上一点向圆锥曲线引切线，

则两个切点与该点所构成的三角形是以该点为直角顶点的直角三角形.以此为切入点解决此

题，方法则更简洁.

例 3 过抛物线 y2＝4x的焦点F的直线 l与抛物线交于A，B两点，若|AF|＝2|BF|，

则|AB|等于( )

A.4 B.9
2

C.5 D.6

【答案】B

【解析】 由对称性不妨设点 A在 x轴的上方，如图设 A，B在准线上的射影分别为 D，C，

作 BE⊥AD于 E，

设|BF|＝m，直线 l的倾斜角为θ，则|AB|＝3m，

由抛物线的定义知|AD|＝|AF|＝2m，|BC|＝|BF|＝m，

所以 cos θ＝|AE|
|AB|

＝
1
3
，

∴sin2θ＝8
9

.

又 y2＝4x，知 2p＝4，故利用弦长公式|AB|＝ 2p
sin2θ

＝
9
2

.
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例 4 已知抛物线
2: 4C y x 的焦点为 F.过点  2,0 的直线 l 与抛物线分别交于 A B, 两点，

则 4AF BF 的最小值为 .

【答案】13

【解析】设 1 1 2 2, ,( ) ( )A x y B x y， 由抛物线的定义，知 1 1AF x  ， 2 1BF x  .

当直线 l的斜率不存在时，直线 l的方程为 2x  ，则 4 3 4 3 15AF BF     .

当直线 l的斜率存在时，直线 l的方程可设为  2 ( 0)y k x k   .

联立得方程组
 

2

2

4y x

y k x




  


，整理，得  2 2 2 24 4 4 0k x k k   .

由根与系数的关系可得 1 2 4x x  .

所以  1 24 1 4 1AF BF x x     1 24 5x x   1 22 4 5 13x x   (当且仅当 1 24 4x x  时

等号成立).

所以 4AF BF 的最小值为 13.

例 5 阿基米德(公元前 287 年—公元前 212 年)是古希腊伟大的物理学家、数学家、天文学

家.他研究抛物线的求积法，得出著名的阿基米德定理，并享有“数学之神”的称号.抛物线的

弦与过弦的端点的抛物线的两条切线所围成的三角形被称为阿基米德三角形.如图， PABV

为阿基米德三角形.抛物线  2 2 0x py p  上有两个不同的点，即    1 1 2 2, ,  ,A x y B x y ，以点

,A B 为切点的抛物线的切线 ,PA PB 相交于点 P . 给出以下结论，其中正确的有

__________(填序号).
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①点 P 的坐标是 1 2 1 2,
2 2

x x x x
p

 
 
 

；

② PABV 的边 AB 所在的直线方程为  1 2 1 22 0x x x py x x    ；

③ PABV 的面积为
 2

1 2

8PAB

x x
S

p


V ；

④ PABV 的边 AB 上的中线与 y 轴平行(或重合).

【答案】①②④

【解析】由题意，点 A 处的切线方程为  
2
1 1

12
x xy x x
p p

   ，点 B 处的切线方程为

 
2
2 2

22
x xy x x
p p

   .联立这两个方程并消去 y ，得 1 2

2
x xx 

 .将 1 2

2
x xx 

 代入点 A 处的切

线方程，得
2
1 1 1 2 1 2

12 2 2
x x x x x xy x
p p p

     
 

，所以点 P 的坐标为 1 2 1 2,
2 2

x x x x
p

 
 
 

，故①④正

确.设直线 AB 的斜率为 ABk ，则

2 2
2 1

2 1 1 2

2 1 2 1

2 2
2AB

x x
y y x xp pk
x x x x p


 

  
 

，故直线 AB 的方程为

 
2
1 1 2

12 2
x x xy x x
p p


   .化简，得  1 2 1 22 0x x x py x x    ，故②正确.由①②可得点 P 到直

线 AB 的距离

 

 

1 2 1 2
1 2 1 2

2 2
1 2

2
2 2

4

x x x xx x p x x
p

d
x x p


    

 
 

 
 

2
1 2

2 2
1 22 4

x x

x x p



 
，

2

1 2
1 21

2
x xAB x x
p

 
     

 

 2 2
1 2

1 2

4
2

x x p
x x

p
 

  ，故

 2 2
1 2

1 2

41 1
2 2 2PAB

x x p
S AB d x x

p

 
     

 
 

32
1 21 2

2 2
1 2

82 4

x xx x
px x p


 

 
，故③错误.因

此正确的是①②④.

例 6 已知 F 是抛物线 2 4y x 的焦点， A， B在抛物线上，且 ABF 的重心坐标为
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1 1( , )
2 3

，则
FA FB

AB


 ____．

【答案】
17

17

【解析】设点 A  ,A Ax y ,B  ,B Bx y ,焦点 F(1,0),

因为 ABF 的重心坐标为
1 1,
2 3

 
 
 

,

由重心坐标公式可得
1 1

3 2
A Bx x 

 ,
0 1

3 3
A By y 

 ，

即
1=
2A Bx x ， =1A By y ，

由抛物线的定义可得  
2 2

= 1 1
4

A B
A B A B

y yFA FB x x x x 
       ,

由点在抛物线上可得

2

2

=4
=4

A A

B B

y x
y x





，作差
2 2 4 4A B A By y x x   ，

化简得
4 =4
+

A B
AB

A B A B

y yk
x x y y


 


，

代入弦长公式得|AB|=
2

1 171+ =
4

- -A B A By y y
k

y ，

则

2 2

17
4 | + | 17= =

1717
4

-

A B

A B

A B

y y
FA FB y y
AB

y y




 .
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【巩固训练】

1.设 F为抛物线 C：y2＝3x的焦点，过 F且倾斜角为 30°的直线交 C于 A，B两点，O为坐

标原点，则△OAB的面积为( )

A.3 3
4

B.9 3
8

C.63
32

D.9
4

2.（多选题）已知抛物线 C：y2＝2px(p>0)的焦点 F到准线的距离为 2，过点 F的直线与抛

物线交于 P，Q两点，M为线段 PQ的中点，O为坐标原点，则下列结论正确的是( )

A.抛物线 C的准线方程为 y＝－1

B.线段 PQ的长度最小为 4

C.点 M的坐标可能为(3，2)

D.OP→ ·OQ→
＝－3 恒成立

3.已知抛物线 C：y2＝4x的焦点为 F，过 F的直线 l交 C于 A，B两点，分别过 A，

B作准线 l的垂线，垂足分别为 P，Q.若|AF|＝3|BF|，则|PQ|＝________.

4.已知抛物线 C的焦点为 F，过 F的直线与抛物线 C交于 A，B两点，若
1 1 2
AF BF

  ，则

符合条件的抛物线 C的一个方程为__________．

5.过抛物线
2 2y x 的焦点 F 作直线交抛物线于 ,A B两点，若

25 , ,
12

AB AF BF  则

AF = .

6.过抛物线
2 4y x 的焦点 F 的直线交该抛物线于 ,A B 两点，若 | | 3AF  ，则 | |BF

=______.
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7．直线 l过抛物线 C：y2＝12x的焦点，且与抛物线 C交于 A，B两点，若弦 AB的长为 16，

则直线 l的倾斜角等于________．

8．过抛物线 y2＝4x的焦点 F的直线 l与抛物线交于 A，B两点，若|AF|＝2|BF|，则|AB|等于

________．

【答案或提示】

1.【答案】D

【解析一】 由已知得焦点坐标为 F
3
4
，0

，因此直线 AB的方程为 y＝ 3
3
x－3

4 ，即 4x－

4 3y－3＝0.

与抛物线方程联立，化简得 4y2－12 3y－9＝0，

故|yA－yB|＝ （yA＋yB）2－4yAyB＝6.

因此 S△OAB＝
1
2

|OF||yA－yB|＝
1
2

×3
4

×6＝9
4

.

【解析二】 由 2p＝3，及|AB|＝ 2p
sin2α

得|AB|＝ 2p
sin2α

＝
3

sin230°
＝12.

原点到直线 AB的距离 d＝|OF|·sin 30°＝3
8
，

故 S△AOB＝
1
2

|AB|·d＝1
2

×12×3
8
＝

9
4

.

2.【答案】 BCD

【解析】因为焦点 F到准线的距离为 2，所以抛物线 C的焦点为 F(1，0)，准线方程为 x＝

－1，A 错误.

当线段 PQ垂直于 x轴时长度最小，此时|PQ|＝4，B 正确.

设 P(x1，y1)，Q(x2，y2)，直线 PQ的方程为 x＝my＋1.联立得方程组
y2＝4x，

x＝my＋1.
消去 x并整

理，得 y2－4my－4＝0，Δ＝16m2＋16>0，则 y1＋y2＝4m，所以 x1＋x2＝m(y1＋y2)＋2＝4m2

＋2，所以 M(2m2＋1，2m).当 m＝1 时，可得 M(3，2)，C 正确.
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可得 y1y2＝－4，x1x2＝(my1＋1)(my2＋1)＝m2y1y2＋m(y1＋y2)＋1＝1，所以OP→ ·OQ→
＝x1x2＋y1y2

＝－3，D 正确.故选 BCD.

3.【答案】
8 3

3

【解析】F(1，0)，不妨设 A在第一象限，A(x1，y1)，B(x2，y2)，

由|AF|＝3|BF|得 y1＝－3y2①

设 lAB：y＝k(x－1)与抛物线方程联立得

ky2－4y－4k＝0，y1＋y2＝
4
k
，

y1·y2＝－4，②

结合①②解得 y2＝－
2 3

3
，|PQ|＝|y1－y2|＝|－3y2－y2|＝－4y2＝

8 3
3

.

4.【答案】满足焦准距为 1 即可，如 2 2y x .

【解析】由公式
1 1 2
AF BF p

  得
2 2
p
 ，解得 1p  ，满足焦准距为 1 即可，如 2 2y x 等.

5.【答案】
6
5

【解析一】设 AF=m，BF=n，则有

25
12

1 1 2

1

m n

m n P
p

ìïï + =ïïïïïï + =í
ïïïï =ïïïïî

，解得
6
5

m 或
4
5m  (舍).

【解析二】抛物线
2 2y x 的焦点坐标为 )0,

2
1( ，准线方程为

2
1

x
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设 A，B的坐标分别为 ),(),,( 2211 yxyx ，则
4
1

4

2

21 
pxx

设 nBFmAF  , ，则
2
1,

2
1

21  nxmx

所以有














12
25

4
1)

2
1)(

2
1(

nm

nm
，

解得
6
5

m 或
4
5

n ，所以
6
5

AF .

6.【答案】
3
2

【解析】直接由 1 1 2
n m p  立得（其中 m，n是焦点弦被焦点所分得的两线段长，p就是焦

准距）.

7.【答案】
π
3
或

2π
3

【解析】因为 p＝6，则|AB|＝ 2p
sin2α

＝
12

sin2α
＝16，

∴sin2α＝3
4
，则 sin α＝ 3

2
.

∴α＝π
3
或

2π
3

.

8.【答案】
9
2

【解析】因为|AF|＝2|BF|， 1
|AF|

＋
1

|BF|
＝

1
2|BF|

＋
1

|BF|
＝

3
2|BF|

＝
2
p
＝1，解得|BF|＝3

2
，|AF|＝3，

故|AB|＝|AF|＋|BF|＝9
2

.
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专题 48 椭圆、双曲线的焦点弦被焦点分成定比

【方法点拨】

1. 设椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yC a b
a b

  ＞ ＞ 的右焦点为 F ，过 F 的直线 l与椭圆相交于 A B、

两点，直线 l的倾斜角为，且 = ( )AF FB 
 

＞0 ，则 e  、 、 间满足
1cos
1

e 






.

2.长短弦公式:如下图,长弦 =
1 cos

epAF
e 

,短弦 =
1 cos

epBF
e 

（其中 p是焦参数，

即焦点到对应准线的距离，是直线 l与 x轴的夹角，而非倾斜角）.

说明：

（1）公式 1的推导使用椭圆的第二定义，不必记忆，要有“遇过将焦半径转化为到准线

距离”的意识即可.

（2）双曲线也有类似结论.

【典型题示例】

例 1 已知椭圆方程为
2

2 1
4
x y  ，AB为椭圆过右焦点 F的弦，则| | 2 | |AF FB  的最小值

为 ．

F x

A

B

O
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【答案】
3 2 2

4


【解析】由
2

2 1
4
x y  ，得 2a  ， 3c  ，则椭圆的离心率为

3
2

e  ，右准线方程为

4 3: .
3

l x 

如图，过 A作 AM l 于M ，则
| | 3
| | 2
AF
AM

 ，①

设 AB的倾斜角为 ，

则
4 3 3| | | | | | cos 3 | | cos | | cos

3 3
AM CF AF AF AF         ，②

联立①②，可得
1| |

2 3 cos
AF





，同理可得

1| |
2 3 cos

BF





，

2

1 2 2 3 cos 4 2 3 cos| | 2 | |
4 32 3 cos 2 3 cos

AF BF
cos

 
 

  
    

 

2

6 3 cos
4 3cos








．

令 cos t  ， [ 1t  ，1] ，

2 2

6 3 6 3 1| | 2 | |
324 3 (6 3 ) 12(6 3 ) 32 (6 3 ) 12

6 3

t tAF FB
t t t t

t

 
    

         


．

1 3 2 2
4322 (6 3 ) 12

6 3
t

t




  



．

当且仅当
326 3

6 3
t

t
 


，即

4 6 6 3
3

t 
 时上式取等号．
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| | 2 | |AF FB  的最小值为
3 2 2

4


．

故答案为：
3 2 2

4


．

例 2 （2021·江苏南京盐城二调·7）已知双曲线  
2 2

2 2 1 0 0x yC a b
a b

   ： ， 的左、

右焦点分别为 F1，F2，过点 F2 作倾斜角为θ的直线 l交双曲线 C的右支于 A，B两点，其中

点 A在第一象限，且cosθ＝1
4

.若|AB|＝|AF1|，则双曲线 C的离心率为

A．4 B． 15 C．3
2

D．2

【答案】D

【解析】
2

2 cos
bAF

a c 



，

2

2 cos
bBF

a c 



，

2
2

2 2 1 2 2
12 2 2 3 0

1 2
4

bAB AF BF AF a AF BF a a e e
a c

             


2e  ．

例 3 已知椭圆 C：x2

a2
＋

y2

b2
＝1(a>b>0)的离心率为

3
2
，与过右焦点 F且斜率为 k(k>0)的直

线相交于 A，B两点．若AF→＝3FB→，则 k＝________.
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【答案】 2

【解析】如右图，设 l为椭圆的右准线，过 A、B

分别向 l作垂线 AA/、BB/，A/、B/分别是垂足，过 B作 AA/垂线 BD，D是垂足

设 BF=t ，AF=3t

则
tBB
e

  ，
3tAA
e

 

Rt ABD 中，
2 , 4tAD AB t
e

 

故
1 1cos
2 3

AD
AB e

   

又 k>0，所以 tan 2k   .

【巩固训练】

1. 设 F1，F2分别是椭圆 E：x2

a2
＋
y2

b2
＝1(a>b>0)的左、右焦点，过点 F1 的直线交椭圆 E于 A，

B两点．若|AF1|＝3|F1B|，AF2⊥x轴，则椭圆 E的离心率为________．

2.已知 F是椭圆 C的一个焦点，B是短轴的一个端点，线段 BF的延长线交 C于点 D，且 BF


＝2 FD


，则 C的离心率为________．

x

D

F

B
B

A

y

O

B/

A/
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3. 已知 F 是抛物线
2 4C y x： 的焦点，过 F 且斜率为 1 的直线交C于 A B， 两点．设

FA FB ，则 FA与 FB 的比值等于 ．

4.已知 1F ， 2F 是椭圆
2 2

2 2: 1( 0)x yE a b
a b

    的左右焦点，若 E上存在不同两点 A，B，使

得 1 23F A F B
 

，则该椭圆的离心率的取值范围为 ( )

A． ( 3 1 ，1) B． (0, 3 1) C． (2 3 ，1) D． (0,2 3)

5.设 F 为双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的右焦点，过点 F 且斜率为 1 的直线 l 与双曲线

C 的两条渐近线分别交于 ,A B两点，若 3AB AF 
uuur uuur

，则双曲线C的离心率 e等于( )

A.
10
3 B.

5
2 C. 5 D.

34
3

6.设双曲线C：
2 2

2 2 1( 0, 0)x y a b
a b

    的右焦点为F ，过F 且斜率为 3 的直线交C于 A、

B两点，若 5AB FB
 

，则C的离心率为__________．

7.抛物线�2 준 �냐，直线 l 经过抛物线的焦点 F，与抛物线交于 A、B 两点，若t�� ���� 준 �t�� ����，则

△��t（O 为坐标原点）的面积为______．

【答案与提示】

1.【答案】
3

3

【解析】如右图，设直线 AB的倾斜角为
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则 1 2Rt AF F ，
2

1 2 12 , bF F c AF
a

 

所以
4

2
2

2cos
4

c
bc
a

 



由|AF1|＝3|F1B|、长短弦公式得：
3

1 cos 1 cos
ep ep
e e 


 

，化简得： 2 cos 1e  

代入得：
4

2
2

4 1
4

ec
bc
a





，即

2 24 2 2

2 2

14 4 4 4b a ce e
a c ac e

            
  

解之得：
2 1

3
e = （负值已舍），所以

3
3

e = .

2.【答案】
3

3

3.【答案】3 2 2

4.【答案】C

【解析】延长 1AF 交椭圆于 1A，根据椭圆的对称性，则 2 1 1F B A F
 

， 1 1 13F A A F
 

，

由 1 2F A F B
 

，且 1| |
1 cos

epF A
e 





， 1 1| |

1 cos
epA F
e 





，

由 1 1 2A F F B
 

，所以
1 cos 1 cos

ep ep
e e


 


 
，整理得

1cos
1

e 






，其中 [0  ， 2 ) ，

由 A， B不重合，所以 0  ，

3 1cos
3 1

e e 
 


，解得 2 3e   ，所以，椭圆的离心率的取值范围 (2 3 ，1) ．
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5.【答案】D

【解析】设双曲线
2 2

2 2: 1( 0, 0)x yC a b
a b

    的右焦点 0( ),F c ，

则过点 F 且斜率为 1 的直线 l 的方程为  y x c   ，渐近线方程是
by x
a

  .

由

y c x
by x
a

 



 

，得 ,ac bcB
a b a b

    
，

由

y c x
by x
a

 





，得 ,ac bcA
a b a b

 
   

，

所以 2 2 2 2

2 2,abc abcAB
a b a b

     

uuur
， ,bc bcAF

a b a b
     

uuur
.

由 3AB AF 
uuur uuur

，得 2 2 2 2

2 2, 3 ,abc abc bc bc
a b a b a b a b

               
，

则 2 2

2 3abc bc
a b a b

  
 

，即
5
3

b a ，

则
2 2 34

3
c a b a   ，则

34
3

ce
a

  ，故选 D.

6.【答案】 6
5

【解析】由 5AB FB
 

可得 4AF FB
 

，设 4 ,AF m BF m 
 

，

过 ,A B分别做准线的垂线，垂足为 1 1,A B ，由双曲线定义得 1
4mAA
e

 ， 1
mBB
e

 ，过 B

做 BD垂直于 1AA 垂足D，
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因为 AB斜率为 3 ，所以在 ABD 中， 60BAD  ，可得
1
2

AD AB ，

即
4 3 5

2
m m m m
e e e

   ，解得
6
5

e  ，C的离心率为
6
5
，故答案为

6
5
.

7.【答案】
� �
�

【解析】由题意可知：�� 준 �t�，

结合焦半径公式有：
�

�−cos�
준 ��

�+cos�
，解得：cos� 준 �

2
�� 준 �

�
，

故直线 AB的方程为：� 준 ��냐 − ��，与抛物线方程联立可得：��2 − � �� − �2 준 �，

则 �� − �2 준 � �
�

2
− � � � − �� 준 �

�
，

故△ ��t的面积 � 준 �
2
� �� � �� − �2 준 �

2
� � � �

�
준 �

�
�.

专题 49 与圆锥曲线相关的线段和（差）的最值

【方法点拨】

1. 动点 P到两个定点 A、B距离之和的最小值为|AB|，当且仅当 P、A、B三点共线时成立，

即|PA|+|PB|≥|AB|；

2. －|AB|≤|PA|－|PB|≤|AB|.

【典型题示例】

例 1 已知双曲线
2 2

1
4 2
x y

  的右焦点为，P为双曲线左支上一点，点 (0, 2)A ，则△APF

周长的最小值为( )

. 4 2A  . 4(1 2)B  . 2( 2 6)C  . 6 3 2D 

【答案】B
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【分析】利用定义转化为 4+2 2PF PA   （其中 F  为双曲线的左焦点），再利用

PF PA AF   ，当且仅当 P A F 、 、 三点共线成立.

【解析】 =2 2AF ，△APF的周长为 = 2 2l PF PA AF PF PA    

设 F 为双曲线的左焦点，则由双曲线定义得 4PF PF   ，故 4+2 2l PF PA  

又 2 2PF PA AF    ，当且仅当 P A F 、 、 三点共线成立

所以 4+4 2 4(1+ 2)l   ，故△APF周长的最小值为 4(1 2) .

例 2 阿波罗尼斯是古希腊著名数学家，与欧几里得、阿基米德并称为亚历山大时期数学

三巨匠，他对圆锥曲线有深刻而系统的研究，阿波罗尼斯圆是他的研究成果之一，指的是：

已知动点 M与两定点 A，B的距离之比为 ( 0, 1)    ，那么点 M的轨迹就是阿波罗尼斯

圆，简称阿氏圆．已知在平面直角坐标系中，圆 2 2: 4O x y  、点  1,0A  和点  0,1B ，M

为圆 O 上的动点，则 2 | | + | |MA MB 的最小值为_________.

【答案】 17

【分析】逆用“啊圆”，将 2 | |MA 中系数 2 去掉化为“一条线段”， 从而将 2 | | + | |MA MB

化为两条线段的和，再利用“三点共线”求解.

【解析】因为啊圆的圆心、两定点共线，且在该直线上的直径的端点分别是两定点构成线段

分成定比的内外分点

所以另一定点必在 x轴上，且  2,0 内分该点与  1,0A  连结的线段的比为 2

故该点的坐标为  4,0

设  4,0C  ，则圆
2 2: 4O x y  上任意一动点 M都满足 | | =2 | |MC MA

所以 2 | | + | | = | | + | |MA MB MC MB

又因为 | | + | | | | = 17MC MB BC ，当且仅当M B C、 、 共线时，等号成立

所以 2 | | + | |MA MB 的最小值为 17 .

点评：
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3. 已知两定点、啊圆的圆心三点共线；

4. 啊圆的在已知两定点所在直线上的直径的两端点，分别是两定点构成线段分成定比的

内、外分点.

例 3 过抛物线 2: 4C y x 的焦点 F的直线 l于 C交于 A，B两点，则|AF|+4|BF|取得最小

值时，|AB|=( )

9.
2

A 7.
2

B 5.
2

C 3.
2

D

【答案】A

【分析】将 |AF|+4|BF|利用定义转化为到准线的距离， 1 24 4 5AF BF x x    ,抓住

2

1 2 1
4
px x   为定值，运用基本不等式解决.

【解析】设 1 1( , )A x y ， 2 2( , )B x y

则由抛物线定义得 1 1AF x  ， 2 1BF x 

故 1 24 4 5AF BF x x    ，

又因为
2

1 2 1
4
px x  

根据基本不等式有 1 2 1 24 4 5 2 4 5 9AF BF x x x x        ，当且仅当 1 24x x ，即

1

2

2
1
2

x

x







时，等号成立

故 1 2
92
2

AB AF BF x x      .

例 4 已 知 M 为 抛 物 线
2: 4C y x 上 一 点 ， 过 抛 物 线 C 的 焦 点 F 作 直 线

( 1) 5 2x m y m    的垂线，垂足为 N ，则 | | | |MF MN 的最小值为

A． 2 2 3 B． 2 2 2 C． 2 2 D．3 2

【答案】D

【分析】本题的关键点有二，一是利用抛物线的定义将 | |MF 转化为点M 到准线 1x   的
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距离，这也是遇到抛物线上的点到焦点的距离、到准线的距离的一种基本思路；二是发现

N 在一个“隐圆”上，即利用定线段张直角确定隐圆，最终将所求转化为圆上的动点到

直线上点的距离最小来解决.

【解析】由题可得抛物线焦点 (1,0)F ，准线方程为 1x   ，

过点M 作MD与准线垂直，交于点D，

直线 ( 1) 5 2x m y m    整理得 ( 2) 5m y y x    ，

联立
2 0

5 0
y
y x
 

   
可得

3
2

x
y


  
，即该直线过定点 (3, 2) ，

设 (3, 2)P  ，连接 FP，取 FP中点 E，则 (2, 1)E  ， | | 2EP  ，

若 FN l ，则 N 在以 FP为直径的圆上，该圆方程为 2 2( 2) ( 1) 2x y    ，

又由 | | | |MF MD ，得 | | | | | | | |MF MN MD MN   ，

如图， | | | |MD MN 的最小值为圆 2 2( 2) ( 1) 2x y    上的点到准线的距离的最小值，

过点 E 作 ED与 准线 1x   垂直并交于点 D，

与 圆 E 交 于 点 N ，与抛物线交于点M ’，

则 | |D N  即为 | | | |MD MN 的最小值，

即 | | | |MD MN 的最小值为 | | 3 2ED r    ．

故选 D．

例 5 已知点 (4,4)A 在抛物线 2 4y x 上，F 是抛物线的焦点，点 P为直线 1x   上的

动点，我们可以通过找对称点的方法求解两条线段之和的最小值，则 PA PF 的最小值

为（ ）
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A．8 B． 2 13 C． 2 41 D． 65

【答案】D

【分析】由题意，知抛物线 2 4y x 的焦点 (1,0)F ，直线 1x   是抛物线 2 4y x 的准线，

设 (1,0)F 关于直线 1x   的对称点 ( 3,0)F  ， =PA PF PA PF   ，利用两点之间线段

最短，可知 PA PF 的最小值等于 AF  ，再利用两点之间的距离即可求解.

【解析】由题意，知抛物线 2 4y x 的焦点 (1,0)F ，直线 1x   是抛物线 2 4y x 的准线，

点 (4,4)A 在抛物线 2 4y x 上，点 P为直线 1x   上的动点，

设 (1,0)F 关于直线 1x   的对称点 ( 3,0)F  ，作图如下，

利用对称性质知： =PF PF  ，则 =PA PF PA PF AF   

即点 P在P位置时， PA PF 的值最小，等于 AF  ，

利用两点之间距离知 2 2( 3 4 65) 4AF       ，则 PA PF 的最小值为 65

故选：D.

点评:

本题考查利用对称求最短距离，“两点之间线段最短”，是解决最短距离问题的依据，在

实际问题中，常常碰到求不在一条直线上的两条或三条线段和的最小值问题，解决这类问题，

可借助轴对称的性质，将不在同一直线上的线段转化为两点之间的距离问题.

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

110 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

110

【巩固训练】

1.已知椭圆C：
2 2

1
9 5
x y

  的左焦点为 F ，点M 在椭圆C上，点 N 在圆 E：

 2 22 1x y   上，则 MF MN 的最小值为（ ）

A．4 B．5 C．7 D．8

2.已知 F是双曲线
2 2

1
4 12
x y

  的左焦点，A(1,4)，P是双曲线右支上的一动点，则|PF|＋|PA|

的最小值为________．

3.设 P是抛物线 y2＝4x上的一个动点，F是抛物线的焦点．若 B(3,2)，则|PB|＋|PF|的最小值

为________．

4.设 P是抛物线 y2＝4x上的一个动点，F是抛物线的焦点．若 B(3,4)，则|PB|＋|PF|的最小值

为________．

5.设 P是抛物线 y2＝4x上的一个动点，F是抛物线的焦点．若 B(3,2)，点 P到点 A(－1,1)的

距离与点 P到直线 x＝－1 的距离之和的最小值为________．

6.已知 F是椭圆 5x2＋9y2＝45 的左焦点，P是此椭圆上的动点，A(1,1)是一定点，则|PA|＋|PF|

的最大值为________，最小值为________．

7.已知直线 1 : 4 3 6 0l x y   和直线 2 : 1l x   ，抛物线
2 4y x 上一动点 P到直线 1l 和直

线 2l 的距离和得最小值为________．

8. 已知 A（3，﹣1），B（5，﹣2），点 P在直线 x+y＝0 上，若使|PA|+|PB|取最小值，则点

P的坐标是（ ）

A．  1, 1 B．  1,1 C．  2,2 D．
13 13( , )
5 5



9. 已知 (2,0)A ， (6,0)B ， | | 2BM  ，点 N 在抛物线
2 8y x 上，则

1| | | |
2

MN MA 的

最小值为

A．6 B． 2 5 C．5 D． 2 6

10. 已知点 P(t，t)，t∈R，点 M是圆 x2＋(y－1)2＝
1
4
上的动点，点 N是圆(x－2)2＋y2＝

1
4
上的
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动点，则|PN|－|PM|的最大值是( )

A． 5－1 B．2 C．3 D． 5

11. 已知 P为抛物线 2 4y x 上一个动点，Q为圆 2 2( 4) 1x y   上一个动点，那么

点 P到点 Q的距离与点 P到抛物线的准线距离之和最小值是 ．

【答案或提示】

1.【答案】B

【解析】易知圆心 E为椭圆的右焦点，且 3, 5, 2a b c   ，

由椭圆的定义知： 2 6MF ME a   ，所以 6MF ME  ，

所以  6 6MF MN ME MN ME MN       ，

要求 MF MN 的最小值，只需求 ME MN 的最大值，显然 , ,M N E三点共线时

ME MN 取最大值，且最大值为1，所以 MF MN 的最小值为6 1 5  .

故选：B.

2.【答案】9

【解析】因为 F是双曲线
2 2

1
4 12
x y

  的左焦点，所以 F(－4,0)，设其右焦点为 H(4,0)，则

由双曲线的定义可得|PF|＋|PA|＝2a＋|PH|＋|PA|≥2a＋|AH|＝4＋ 2 2(4 1) (0 4)   ＝4＋5

＝9.

3.【答案】4

【解析】如图，过点 B作 BQ 垂直准线于点 Q，交抛物线于点 P1，

则|P1Q|＝|P1F|.

则有|PB|＋|PF|≥|P1B|＋|P1Q|＝|BQ|＝4，

即|PB|＋|PF|的最小值为 4.
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4.【答案】2 2 5

【解析】由题意可知点 B(3,4)在抛物线的外部．

∵|PB|＋|PF|的最小值即为 B，F两点间的距离，F(1,0)，

∴|PB|＋|PF|≥|BF|＝ 2 24 2 2 5  ，

即|PB|＋|PF|的最小值为 2 5 .

5.【答案】 5

【解析】如图，易知抛物线的焦点为 F(1，0)，准线是 x＝－1，

由抛物线的定义知点 P到直线 x ＝－1 的距离等于点 P 到点 F 的距

离．于是，问题转化为在抛物线上求一点 P，使点 P到点 A(－1,1)的距离与点 P到点 F(1,0)

的距离之和最小，显然，连接 AF 与抛物线相交的点即为满足题意的点，此时最小值为

2 2[1 ( 1)] (0 1)    ＝ 5 .

点评：

与抛物线有关的最值问题，一般情况下都与抛物线的定义有关．“看到准线想焦点，看

到焦点想准线”，这是解决与过抛物线焦点的弦有关问题的重要途径．

6.【答案】6＋ 2 6－ 2

【解析】椭圆方程化为
2 2

1
9 5
x y

  ，

设 F1 是椭圆的右焦点，则 F1(2,0)，

∴|AF1|＝ 2 ，∴|PA|＋|PF|＝|PA|－|PF1|＋6，

又－|AF1|≤|PA|－|PF1|≤|AF1|(当 P，A，F1共线时等号成立)，

∴6－ 2 ≤|PA|＋|PF|≤6＋ 2 .

7.【答案】2

8.【分析】求出 A关于直线 l：x+y＝0 的对称点为 C，则 P为直线 BC与直线 l的交点时，

满足条件，进而得到答案．
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【解析】如下图所示：

点 A（3，﹣1），关于直线 l：x+y＝0 的对称点为 C（1，﹣3）点，

由 BC的方程为： ，即 x﹣4y﹣13＝0，

可得直线 BC与直线 l的交点坐标为：（ ，﹣ ），

即 P点坐标为：（ ，﹣ ）时，|PA|+|PB|最小．

故选：D．

9.【答案】D

【解析】根据题意，设 ( , )M x y ， 0(N x ， 0 )y ，

| | 2BM  ，即 2 2( 6) 4x y   ，同时点 N在抛物线 2 8y x 上，则有 2
0 08y x ，

则 2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 3| | ( 2) [( 2) ] [( 6) 4] ( 5)
2 2 4 4
MA x y x y x y x y             ，

设 (5,0)C ，因为 | | | | | |MN CM CN ．

所以 2 2 2 2 2 2 2 2
0 0 0 0 0 0 0

1| | | | ( ) ( ) ( 5) ( 5) ( 5) 8 ( 1) 24 2 6
2

MN MA x x y y x y x y x x x                ，当

且仅当 0 1x  且C，M ， N三点共时等号成立．

故
1| | | |
2

MN MA 的最小值为 2 6 ；

故选 D．

10.【答案】2

【解析】易知圆 x2＋(y－1)2＝
1
4
的圆心为 A(0,1)，圆(x－2)2＋y2＝

1
4
的圆心为 B(2,0)，P(t，t)

在直线 y＝x上，A(0,1)关于直线 y＝x的对称点为 A′(1,0)，则 |PN|－|PM|≤
|PB|＋1

2 －
|PA|－1

2
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＝|PB|－|PA|＋1＝|PB|－|PA′|＋1≤|A′B|＋1＝2.(此时|PN|最大，|PM|最小)

故选 B．

11. 【答案】 17 1

【提示】通过数形结合，转化为点 Q到焦点 F的距离最小值．

专题 50 圆锥曲线的最值

【方法点拨】

综合运用函数知识、向量、基本不等式等求解圆锥曲线中的最值问题.

【典型题示例】

例 1 已知  0,3Q ，P为抛物线 2y x 上任一点，则 PQ 的最小值为 ．

【答案】
11
2

【分析】直接设点 P的坐标  2
0 0,P x x ，转化为 2

0x 的二次函数即可解决.

【解析】设点 P的坐标  2
0 0,P x x

则  
2

22 2 2 4 2 2
0 0 0 0 0

5 11 113 5 9
2 4 4

PQ x x x x x           
 

当且仅当
2

0
5
2

x  ，即当点 P的坐标
10 5,
2 2

P
 
  
 

时， PQ 取得最小值为
11
2

.

例 2 已知点 M（0，4），点 P在曲线 2 8x y 上运动，点 Q在圆  22 2 1x y   上运

动，则

2PM
PQ

的最小值是（ ）.

A. 3 B. 5 C.4 D.6
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【答案】C

【分析】因为 +1PQ PF ，故

2 2

+1
PM PM
PQ PF

 ，再使用定义将 PF 转化为到准线的距

离，设出点坐标，使用基本不等式求解.

【解析】因为 +1PQ PF ，故

2 2

+1
PM PM
PQ PF



设
2

0
0( , )

8
xP x ，则

0
2

= +2
8
x

PF

所以

0

0

0

2
2 22

2

( 4)
8

+3
8

x
xPM

xPQ

 


设
0

2

+3 ( 3)
8
x

t t  ，则

2 28( 3) ( 7) 25 256 2 6 4
PM t t t t
PQ t t t

  
       

当且仅当 5t  ，等号成立

所以

2PM
PQ

的最小值是 4.

例 3 已知点 P在椭圆
2 2

1
9 3
x y

  上运动，点Q在圆
2 2 5( 1)

8
x y   上运动，则 PQ 的

最小值为（ ）

A. 2 B. 10
2

C. 102
4

 D. 10
4

【答案】D

【分析】先求出点 P到圆心 (1,0)A 的距离的最小值，然后减去圆的半径可得答案

【解析】设点 ( , )P x y ，则
2 2

1
9 3
x y

  ，得
2

2 3
3
xy   ，

圆
2 2 5( 1)

8
x y   的圆心 (1,0)A ，半径为

10
4

，
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则
2

2 2 2 2( 1) 2 1 3
3
xAP x y x x        22 2 4, [ 3,3]

3
x x x     ，

令
22( ) 2 4, [ 3,3]

3
h x x x x     ，对称轴为

3
2

x  ，

所以当
3
2

x  时， ( )h x 取得最小值

23 2 3 3 52 4
2 3 2 2 2

h            
   

，

所以 AP 的最小值为
10
2

，

所以 PQ 的最小值为
10 10 10
2 4 4

  ，

故选：D.

例 4 已知抛物线�2 준 �냐的焦点为 F，准线与 x轴的交点为 A，点 P是抛物线上的动点，

则当
|h�|
|h�|的值最小时，△ h��的内切圆半径为������

A. 2 − 2 B. 2 C. 1 D. � − 2
2

【答案】A

【分析】本题考查了抛物线的性质，直线与圆锥曲线的位置关系．设 P到准线的距离为 PQ，

根据抛物线的性质可知
|h�|
|h�|

준 |hl|
|h�|

준 sin�h�l⺁从而当�h�l最小，即 AP与抛物线相切时，
|h�|
|h�|

的值最小．求出抛物线过 A点的切线方程得出 P点坐标，代入面积公式得出面积．

【解析】抛物线的准线方程为 냐 준− �．

设 P到准线的距离为|hl|，则|hl| 준 |h�|．

� |h�|
|h�|

준 |hl|
|h�|

준 sin�h�l．
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�当 PA与抛物线�2 준 �냐相切时，�h�l最小，即
|h�|
|h�|取得最小值．

设过 A点的直线 � 준 ∴냐+ ∴与抛物线相切�∴ � ��，代入抛物线方程得∴2냐2 + �2∴2 − ��냐+

∴2 준 �，

� t 준 �2∴2 − ��2 − �∴� 준 �，解得 ∴ 준� �．

即냐2 − 2냐 + � 준 �，解得 냐 준 �，把 냐 준 � 代入�2 준 �냐得 � 준� 2．

� h���2�或 h��� − 2�．

� �△h�� 준
�
2
|��| � |�h| 준

�
2
� 2 � 2 준 2．

所以 �h 준 2 2��� 준 2�h� 준 2，设△ h��的内切圆半径为 r

所以
�
2
2 2 + 2 + 2 � 준 2，所以 � 준 2 − 2．

故选 A．

例 5 已知 A、B是圆h�：냐2 + �2 준 ��上的动点，�t 준 � 2，P是圆h2： 냐 − � 2 + � −

� 2 준 �上的动点，则 PA� ��� + �PB� ��� 的取值范围是__________⺁

【答案】�2���2�

【分析】本题的关键是将所求PA� ��� + �PB� ��� 转化为一个向量，这里设PA� ��� + �PB� ��� =�ht� ����（想一想，

这里为什么将系数确定为 4，而非其它数？其主要目的在于利用三点共线，使点 t在线段 AB

上，这是遇到两向量和、差的模的常用的策略，其目的仍是化繁为简、合二为一），从而由

|h�� ��� + �ht� ���� |化简得 � ht� ���� ，进一步可求得 h�t 준 2，故 E点的轨迹为圆，最终转化成两圆上

的点间的距离问题即可求解．

【解析】设PA� ��� + �PB� ��� =�ht� ����，则
�
�
PA� ��� + �

�
PB� ��� =ht� ����，取 AB中点为 D，再取 BD中点为 E，

则由 �t 준 � 2，得 h�� 준 �� − � 준 2， �t 준 2，

所以 h�t 준 2，即 E点的轨迹方程为냐2 + �2 준 �．

|h�� ��� + �ht� ���� | 준 |h�� ��� + ht� ���� + 2ht� ���� | 준 2h�� ���� + 2ht� ���� 준 2 h�� ���� + ht� ���� 준 � ht� ���� ．

由于 P点在圆�h2： 냐 − � 2 + � − � 2 준 �上，

所以 h�h2 준 ��，

所以 h�h2 − � − 2 � ht � h�h2 + � + 2，

即 ht � ������，
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所以|h�� ��� + �ht� ���� | 준 � ht� ���� � �2���2�⺁

故答案为�2���2�．

【巩固训练】

1.面直角坐标系 xOy 中，设定点 ),( aaA ，P是函数
x

y 1
 （ 0x ）图象上一动点，

若点 AP， 之间的最短距离为 22 ，则满足条件的实数a的所有值为 ．

2.抛物线�2 준 �냐的焦点为 F，点 A是抛物线上的动点，设点 t� − 2���，当
|��|
|�t|取得最小值

时，则������

A. AB的斜率为� 2
�

； B. |��| 준 �

C. t�t�外接圆的面积为 ��； D. t�t�内切圆的面积为�2� − �� 2��

3.已知��，�2分别是双曲线
냐2

�2
− �2

�2
준 �的左、右焦点，P为双曲线左支上任一点，若

h�2
2

h��
的最

小值为 8a，则双曲线的离心率的取值范围为________．

4.过抛物线�2 준 ��냐焦点的直线 l与抛物线交于 A，B两点，与圆� 냐� − ��2 + ��2 준 ��2 交

于 C，D两点，若有三条直线满足 �h� 준 �t�，则 r的取值范围为 ．

【答案或提示】

1.【答案】－1 或 10

【提示】设点，转化为函数解决.
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2.【答案】BCD

【分析】由题意利用抛物线的定义可得
|��|
|�t|

준 |�h|
|�t|

준 sin��th，当
|��|
|�t|取得最小值时，AB与抛

物线相切，再联立直线与抛物线方程，由此可得|�t|，|t�|，|��|的值，即可分析各选项．

【解析】由题意，过点 A作准线的垂线，垂足为 C，点 B即为抛物线的准线与 x轴的交点，

由抛物线的定义可得
|��|
|�t|

준 |�h|
|�t|

준 sin��th，

当
|��|
|�t|取得最小值时，即 sin��th取得最小值，也即��th取得最小值，此时 AB与抛物线

相切，

设 AB的方程为 � 준 ∴�냐 + 2�，则
�2 준 �냐
� 준 ∴�냐 + 2�

� � ��

消去 y可得∴2냐2 + ��∴2 − ��냐+ �∴2 준 �，

则t 준 ��∴2 − ��2 − �∴2��∴2 준 �，

解得 ∴ 준� �，不妨设 ∴ 준 �，代入� � �中解得点 A的坐标为�2���，

可得△ �t�为等腰直角三角形，

|�t| 준 �2 − � − 2��2 + �� − ��2 준 � 2，|t�| 준 |��| 준 �，

设△ �t�外接圆的半径为 R，由直角三角形的性质可知，� 준 2 2，

所以t�t�外接圆的面积为� � 2 2
2
준 ��，

设△ �t�内切圆的半径为 r，则
�
2
�|�t| � � + |��| � � + |t�| � �� 준 �

2
� � � �，

解得 � 준 ��
� 2+�

준 � − 2 2，

当 ∴ 준− �，结果仍有 � 준 ��
� 2+�

준 � − 2 2，

�△ �t�的内切圆的面积为 � 준 � � �� − 2 2�2 준 �2� − �� 2��．

故选 BCD．

3.【答案】 ���
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【分析】由双曲线的定义得 h�2 − h�� 준 2�，又
h�2

2

h��
的最小值为 8，则

h�2
2

h��
준 �h��+2��2

h��
준 h�� +

��2

h��
+ ��，再利用基本不等式即可得 h�� +

��2

h��
+ ���2 h�� �

��2

h��
+ �� 준 ��，其中 h�� 준 2�

时等号成立，再设 h�냐����냐 �− ��，则由双曲线第二定义，h�� 준 − 냐 − �2

�
� 준− �냐 − � �

� − �，又 2� � � − �，� 준 �
�
� �，又因为 � > �，即可求解离心率的取值范围．

【解析】因为 h�2 − h�� 준 2�，

所以
h�2

2

h��
준 �h��+2��2

h��
준 h�� +

��2

h��
+ �� � 2 h�� �

��2

h��
+ �� 준 �������� � �

其中 h�� 준 2�时等号成立．

又设 h�냐����냐 �− ��，则由第二定义，得 h�� 준 − 냐 − �2

�
� 준− �냐 − � � � − �．

要使� � �式中等号成立，则必须 2a� � − �，所以 � 준 �
�
� �，

又因为 � > �，所以 � � � � �．

4.【答案】�2� + ��

【分析】求得抛物线的焦点，讨论直线 l的斜率不存在，可得 A，B，C，D，满足题意；当

直线的斜率存在，设直线 l方程 � 준 ∴�냐 − ��⺁��냐�����，t�냐2��2�，联立直线方程和抛物线方

程，运用韦达定理和抛物线的定义，讨论当四点顺序为 A、C、D、B时，当四点顺序为 A、

C、B、D时，考虑是否存在与直线 냐 준 �对称的直线，即可得到所求范围．

【解析】抛物线�2 준 �냐焦点为�����，

���当直线 � � 냐轴时，直线 l：냐 준 �与抛物线交于 ����2�、t��� − 2�，

与圆�냐 − ��2 + �2 준 �2交于 h�����，���� − ��，满足|�h| 준 |t�|．

�2�当直线 l不与 x轴垂直时，设直线 l方程 � 준 ∴�냐 − ��⺁��냐�����，t�냐2��2�，

联立方程组
� 준 ∴ 냐 − �
�2 준 �냐

，化简得∴2냐2 − �2∴2 + ��냐+ ∴2 준 �，

由韦达定理냐� + 냐2 준 2 + �
∴2
，由抛物线得定义，过焦点 F的线段|�t| 준 |��| + |t�| 준 냐� +

냐2 + 2 준 � + �
∴2
，
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当四点顺序为 A、C、D、B时，� |�h| 준 |t�|，

� �t的中点为焦点 ������，这样的不与 x轴垂直的直线不存在；

当四点顺序为 A、C、B、D时，

� |�h| 준 |t�|，

� |�t| 준 |h�|，

又� |h�| 준 2�，

� � + �
∴2
준 2�，即

2
∴2
준 � − 2，

当 � > 2时存在互为相反数的两斜率 k，即存在关于 냐 준 �对称的两条直线．

综上，当 � � �2� + ��时有三条满足条件的直线．

故答案为�2� +��．

专题 51 数列的性质

【方法点拨】

1.数列是定义在正整数集或其有限子集上的函数，数列的函数性主要涉及数列的单调

性（判断数列的增减性和确定数列中最大（小）项，求数列最值等）等；

2.数列中的恒成立问题较函数中恒成立问题更难，但方法是想通的，一般都要分离参数，

一般都要转化为研究单调性，但由于数列定义域是离散型变量,不连续，这给研究数列的单

调性带来了难度,其一般解决方法是作差或作商.

【典型题示例】

例 1 若不等式
1

n＋1
＋

1
n＋2

＋…＋
1

3n＋1
>a－7 对一切正整数 n都成立，则正整数 a的最大

值为________．

【答案】8

【分析】要求正整数 a的最大值，应先求 a的取值范围，关键是求出代数式
1

n＋1
＋

1
n＋2

＋…
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＋
1

3n＋1
的最小值，可将其视为关于 n的函数，通过单调性求解．

【解析】令 f(n)＝ 1
n＋1

＋
1

n＋2
＋…＋

1
3n＋1

(n∈N*)，

对 任 意 的 n ∈ N* ， f(n ＋ 1) － f(n) ＝
1

3n＋2
＋

1
3n＋3

＋
1

3n＋4
－

1
n＋1

＝

2
3n＋13n＋23n＋4

>0，

所以 f(n)在 N*上是增函数．

又 f(1)＝13
12
，对一切正整数 n，f(n)>a－7都成立的充要条件是

13
12
>a－7，

所以 a<97
12

，故所求正整数 a的最大值是 8.

点评：

本题是构造函数法解题的很好的例证．如果对数列求和，那就会误入歧途．本题构造函

数 f(n)，通过单调性求其最小值解决了不等式恒成立的问题．利用函数思想解题必须从不

等式或等式中构造出函数关系并研究其性质，才能使解题思路灵活变通.

例 2 已知常数 0  ，设各项均为正数的数列 na 的前 n项和为 nS ,满足： 1 1a  ，

 1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     （ *nN ）．若 1
1
2n na a  对一切 *nN 恒成立，则实数的

取值范围是 ．

【答案】
1
3

 

【分析】已知条件  1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     中含“项、和”，需抓住特征，实施消和.

【解析】∵  1
1 13 1nn

n n n
n

a
S S a

a


     0na  ，

∴ 1

1

3 1nn n

n n

S S
a a





   

则 2 1

2 1

3 1S S
a a

    ，
23 2

3 2

3 1S S
a a

    ， 11

1

3 1nn n

n n

S S
a a

 



     2n 
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相加，得  2 11 3 3 3 1nn

n

S n
a

      

则  3 3 2
2

n

n nS n a n
 

    
 

上式对 1n  也成立，

∴  *3 3
2

n

n nS n a n N
 

    
 

． ③

∴  
1

*
1

3 3 1
2

n

n nS n a n N




 
     
 

． ④

④－③，得
1

1 1
3 3 3 31

2 2

n n

n n na n a n a 


 

    
         
   

即
1

1
3 3 3 3

2 2

n n

n nn a n a 




    
       

   

∵ 0  ，∴
13 3 3 30, 0
2 2

n n

n n 
  

    .

∵ 1
1
2n na a  对一切 *nN 恒成立，

∴
3 3

2

n

n 


11 3 3( )
2 2

n

n
 

  对一切 *nN 恒成立．

即
2

3 3n

n 


对一切 *nN 恒成立．

记
2

3 3n n

nb 


,则
 
   1 1 1

4 2 3 62 2 2
3 3 3 3 3 3 3 3

n

n n n n n n

nn nb b   

  
   

   

当 1n  时， 1 0n nb b   ；

当 2n  时， 1 0n nb b  

∴ 1 2
1
3

b b  是{ }nb 中的最大项．

综上所述，的取值范围是
1
3

  .
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例 3 已知数列{ }na 满足 1 1
30,

3 1
n

n
n

aa a
a


 


，则 2023a 

A．0 B． 3 C． 3 D． 3
2

【答案】A

【分析】通过“列数”，发现其周期性求解.

【解析】
1

1 2
1

30 3
3 1
aa a
a


   


， ， 2
2 3

2

33 3
3 1
aa a
a


   


， ，

3
3 4

3

33 0
3 1
aa a
a


  


， ， 由上述可知，数列 na 是每三项一次循环的数列，

则有 2023 1 0a a  故选 A．

【巩固训练】

1.已知数列 na 中，则在数列
79 ( )
80n

na n N
n


 


则数列 na 的前 50 项中最小项为

第 项，最大项为第____项.

2.等比数列 na 的首项 1 1000a  ，公比
1
2

q  ，设 1 2 3 ( )n np a a a a n N         ，则

1 2 3, , , , , ( )nP P P P n N        中第______项最大.

3.已知 2 ( )
20n

na n N
n

 


，则在数列 na 的最大项为第______项.

4. 若不等式
1

n＋1
＋

1
n＋2

＋…＋
1

3n＋1
>a－7 对一切正整数 n都成立，则正整数 a的最大值为

________．

5.数列 ,,141,1}{ 22
2

2
1211 nn

n
nn aaaS

a
aaa   记满足 若

3012
mSS nn  对
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任意 *Nn 恒成立，则正整数m的最小值为 .

6．已知数列{an}的前 n项和 Sn＝3n(λ－n)－6，若数列{an}单调递减，则λ的取值范围是

A．(－∞，2) B．(－∞，3) C．(－∞，4) D．(－∞，5)

7．已知数列 na 的前n项和 nS 满足 2 1n nS a  .若对任意正整数n都有 1 0n nS S    恒

成立，则实数 的取值范围为（ ）

A．  ,1 B．
1
2

  
 

， C．
1
3

  
 

， D．
1
4

  
 

，

8．已知数列 na 的通项公式为

1 13 3 1
4 4

          
     

n n

na ，则数列 na 中的最小项为（ ）.

A． 1a B． 2a C． 3a D． 4a

9．已知数列 na 满足： 1a a ，  1
5 8

1
n

n
n

aa n N
a





 


，若对任意的正整数 n，都有 3na  ，

则实数 a的取值范围（ ）

A．  0,3 B．  3, C． 3,4 D． 4,

10．已知数列 na 满足 1 3a  ，
   *

1

3 1 n
n

n a
a n N

n


  ，若 *n N  ，使得

3 4 0n
na k   成立，则实数 k的取值范围是（ ）

A．
1,
4

  
 

B．  , 0 C．
3,
8

  
 

D．
27,
64

  
 

11.数列{ }na 中， 1 1a  ， 2 3a  ，
*

1 1( 2, )n n na a a n n N     ，那么 2019a 

A．1 B．2 C．3 D．-3

12.在数列 na 中，若 1 21, 2a a  ，并有 1 1=n n na a a  对 1n  且 *n N 恒成立；则

2020 2021a a _______________．

13.设数列 na 满足 1 2a  ，且对任意正整数n，总有    1 1 1 2n n na a a    成立，则数列
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 na 的前 2019项的乘积为（ ）

A．
1
2

B．1 C．2 D．.3

【答案与提示】

1.【答案】8、9

【提示】
79 80 79 1
80 80n

na
n n
 

  
 

，类比一次分式函数性质.

2.【答案】10

【提示】

111000
2

n

na


    
 

，

1

1

11000
2

n
n

n
n

p a
p





     
 

，令

1

1

11000 1
2

n
n

n

p
p





    
 

解得 11n  .

3.【答案】 4、5

【提示】 2

1
2020n

na
n n

n

 
 

，利用对勾函数性质.

4.【答案】8

【分析】 要求正整数 a的最大值，应先求 a的取值范围，关键是求出代数式
1

n＋1
＋

1
n＋2

＋…

＋
1

3n＋1
的最小值，可将其视为关于 n的函数，通过单调性求解．

【解析】令 f(n)＝ 1
n＋1

＋
1

n＋2
＋…＋

1
3n＋1

(n∈N*)，

对任意的 n∈N*，f(n＋1)－f(n)＝ 1
3n＋2

＋
1

3n＋3
＋

1
3n＋4

－
1

n＋1

＝
2

3 n＋1 3n＋2 3n＋4
>0，

所以 f(n)在 N*上是增函数．
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又 f(1)＝13
12
，对一切正整数 n，f(n)>a－7都成立的充要条件是

13
12
>a－7，

所以 a<97
12

，故所求正整数 a的最大值是 8.

5.【答案】10

【 提 示 】 1 2

1 4 1n
n

a
a   得 2 2

1

1 1 4
n na a

  ， 2

1 4 3
n

n
a

  ，
2 1

4 3na n



，

2 2 2
2 1 1 2 2 1

1 1 1
4 1 4 5 8 1n n n n nS S a a a
n n n            
  

，仿上题求最大值.

6.【答案】A

【解析】  1
1 3 2 2 1 , 2n

n n na S S n n
      ， 1 3 9a   ，

因为 na 单调递减，所以  1 0, 2n na a n   ，

所以  2
1 3 4 1 0, 3n

n na a n n
       ，且 2 1 3 6 0a a     ，

所以只需 1 0n    ， 3n  ，且 2  ，

所以 2  ，故选 A．

7.【答案】C

【解析】当 1n  时， 1 12 1S a  ，即 1 12 1a a  ，得 1 1a  ；

当 2n  时，由 2 1n nS a  ，得 1 12 1n nS a   ，两式相减得 12 2n n na a a   ，得

12n na a  ，
1

2n

n

a
a 

  ，所以，数列 na 为等比数列，且首项为1，公比为 2 ，

1 11 2 2n n
na

     . 12 1 2 2 1 2 1n n
n nS a         ，

由 1 0n nS S    ，得
 

 

1

1 1 1
1

1 12 12 1 1 12 2
2 1 2 1 2 2 2 1

n
n

n
n n n

n

S
S




  


 
    

  
，

所以，数列
1

n

n

S
S 

 
 
 

单调递增，其最小项为
1

2
2

2 1 1
2 1 3

S
S


 


，所以，

1
3

  ，

因此，实数 的取值范围是
1,
3

  
 

，故选 C．
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8.【答案】C

【解析】因为

1 13 3 1 0
4 4

n n

na
           

     
, ( )n N 

所以

1 13 31 0
4 4

n n

na
            

     
,

所以

1 1 2

+
1

2

3
4

4

31
4

n n

na

      
 
 
 

  
 
 
 

  
      ,

当且仅当

1

3

1

4

3 31
4 4

1log 1
2

n n

n
 

      
  

 


  取“=”.

又因为 3
4

13 log 1 4
2

   .

当 3n  时,
2 2

3
3 3 631
4 4 256

a
           

     
.

当 4n  时,
3 3

4
3 3 9991
4 4 4096

a
           

     
.

所以数列 na 中的最小项为 3a .故选：C.

9.【答案】B

【解析】 1
5 8 5( 1) 3 35 ( 3)

1 1 1
n n

n n
n n n

a a
a a

a a a

  
    

  
 ，

又
35

1
y

x
 


在区间 (3, ) 上单调递增，

1 1 3n na a a a     ，实数 a的取值范围 (3, ) ，故选： B．

10.【答案】D

【解析】∵
   *

1

3 1 n
n

n a
a n N

n


  ,∴ 1 3

1
n na a
n n

 


,

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

129 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

129

记 n
n

a
b

n
 ,则 nb 是以 1 3b  , 3q  的等比数列,

∴ 3nnb  ,∴ 3nna n  ,

∵ *n N  , 3 4 0n
na k   ,

等价于 *n N  ，
33
4

n

k n    
 

，即

max

3 3
4

n

nk
 

   
 

 
 
 

令
3
4n

n

c n 
 
 

 ,则  1

13 3 3 31
4 4 4 4

n n n

n n
nn nc c

            
     

   

∴ 3n  时, 1n nc c  ; 4n  时, 1n nc c  .

∴ 1 2 3 4 5 6c c c c c c      ,

∴ 3 4

max

3 81
4 64

n

n c c
 
 

     
 

  
.

∴
27
64

k  ,∴实数 k的取值范围为
27,
64

  
 

,故选：D

11.【答案】B

【解析】由题意，得 3 2a  ， 4 1a   ， 5 3a   ， 6 2a   ， 7 1a  ，…，由此发现数列 na

是以 6为周期的数列，又 2019 336 6 3   ，所以 2019 3 2a a  ，故正确答案为 B.

12.【答案】
3
2

【解析】由条件 1 1n n na a a  及 1 2n n na a a  ，得
1 1

2
1 1 1

1n n
n

n n n n

a aa
a a a a
 


  

   ，

即 2
1

1
n

n

a
a



 （ 1n  且 *n N ），则  *
6

3

1
n n

n

a a n N
a



   ，从而知6是数列 na 的

一个周期；

由 1 21, 2a a  ，及
1

2
n

n
n

aa
a


  ，得 3 4 5 6
1 2, 1,
2

a a a a    ；故
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2020 2021a a  4 5
1 31
2 2

a a    故答案为：
3
2
.

另解：由 1 21, 2a a  ，又 1 1n n na a a  即 1
1

n
n

n

aa
a



 对 1n  且 *n N ，可得

3 4 5 6 7 8
12, 1, , 1, 2, ,
2

a a a a a a       从而知6是数列 na 的一个周期；

故 2020 2021 4 5
1 31
2 2

a a a a      .故答案为：
3
2

13.【答案】D

【解析】由题意可得： 1
21

1
n

n
n

aa
a  


，故： 1 2a  ，

1
2

1

21 3
1
aa
a

   


，

2
3

2

2 11
1 2
aa
a

   


，

3
4

3

2 11
1 3
aa
a

  


，
4

5 1
4

21 2
1
aa a
a

   


，据此可得数列 na 是周期为 4T  的周期数

列，

注意到 2019 4 3MOD  ，且： 1 2 3 4 1a a a a  ，故数列 na 的前 2019项的乘积为：

  12 3 3
2

      
 

.

故选 D.

专题 52 数列通项结构的应用

【方法点拨】

1.数列{an}是等差数列⇔an＝pn＋q(p，q为常数).

2. 数列{an}是等差数列⇔Sn＝An2＋Bn(A，B为常数).

3. 已知 Sn是等差数列{an}的前 n项和，则

Sn
n 也是等差数列，且其首项为 a1，公差为{an}

公差的
1
2

.
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4.两个等差数列{an}、{bn}的前 n项和 Sn、Tn之间的关系为
12

12




n

n

n

n

T
S

b
a

.

5.两个等差数列 {an}、 {bn}的前 n 项和分别为 Sn、Tn，若
DCn
BAn

T
S

n

n




 ，则

DmC
BnA

b
a

m

n





)12(
)12( .

【典型题示例】

例 1 nS 是公差为 2的等差数列 na 的前 n项和，若数列{ 1}nS  也是等差数列，则

1a  ________.

【答案】 1 或 3

【分析】用特殊值法，也可直接抓住等差数列的结构特征解题.

【解析一】（特殊值法）由题意
2

1 1
( 1) 2 ( 1)

2n
n nS na n a n

      ，

∵数列{ 1}nS  是等差数列

∴ 2 1 32 1 1 1S S S     ， 1 1 12 2 3 1 3 7a a a     ，

解得 1 1a   或 1 3a  ，

1 1a   时， 21 2 1 1nS n n n      ， 1 3a  时， 21 2 1 1nS n n n      ，

均为 n的一次函数，数列{ 1}nS  是等差数列，

故 1a 的值为－1 或 3.

【解析一】（特殊值法）由题意
2

1 1
( 1) 2 ( 1)

2n
n nS na n a n

      ，

∵数列{ 1}nS  是等差数列

∴ 2
1( 1) +1nS n a n   必为关于 n的一次式，即

2
1( 1) +1n a n  是完全平方式

∴
2

1( 1) 4 0a   
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解之得 1 1a   或 1 3a  （下同解法一）．

例 2 已知 na 是首项为 2，公比为  1q q  的等比数列，且 na 的前 n项和为 nS ，若

2nS  也为等比数列，则 q  ．

【答案】2

【解析】因为 na 是首项为 2，公比为  1q q  的等比数列．

所以
 1 1 2 2 2 2
1 1 1 1

n n n

n

a q q qS
q q q q
  

   
   

．

2 2 2
1 1

2n

nq
q

S
q

 



 

2nS  为等比数列，则 2nS  也为等比数列．

所以
2 2 0

1 q
 


，即 2q = ．

点评：等比数列通项的结构特征是： ( 0)n
na Aq A q 、 .

例 3 已知两个等差数列{ }na 和{ }nb 的前n项和分别为 A n 和 nB ，且
7 45

3
n

n

A n
B n





，则

使得 n

n

a
b

为整数的正整数n的个数是 .

【答案】5

【 解 析 】 根 据 等 差 数 列 前 n 项 和 的 公 式 不 难 得 到 ：

2 1

2 1

(2 1) 7(2 1) 45 7 19
(2 1) (2 1) 3 1

n n n

n n n

a n a A n n
b n b B n n





   
   

   
（﹡）

（﹡）式是一个关于 n的一次齐次分式，遇到此类问题的最基本的求解策略是“部分分

式”——即将该分式逆用通分，将它转化为分子为常数，只有分母中含有变量 n

因为
7 19 7( 1) 12 127

1 1 1
n n
n n n
  

  
  
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所以，要求使得 n

n

a
b

为整数的正整数 n，只需 1n 为12的不小于 2的正约数

所以 1 2,3, 4,6,12n  

例 4 已知 Sn是等差数列{an}的前 n项和，若 a1＝－2 014， S2 014

2 014
－
S2 008

2 008
＝6，

则 S2 020等于________.

【答案】2 020

【解析】由等差数列的性质可得
Sn
n 也为等差数列，设其公差为 d，

则
S2 014

2 014
－
S2 008

2 008
＝6d＝6，∴d＝1，且首项为

S1

1
＝－2 014.

故
S2 016

2 016
＝
S1

1
＋2 015d＝－2 014＋2 015＝1，

∴S2 020＝1×2 020＝2 020.

【巩固训练】

1.记等差数列{an}的前 n 项和为 nS ，已知 1 2a = ，且数列 nS 也为等差数列，则 13a

= .

2. 已知公差大于零的等差数列{an}的前 n项和为 Sn，且满足 a3·a4＝117，a2＋a5＝22，数列{bn}

满足 bn＝
Sn
n＋c

（其中 c≠0），若{bn}为等差数列，则 c的值等于________.

3. 设等比数列{an}，{bn}的前 n项和分别为 Sn，Tn，若对任意自然数 n都有
3 1

4

n
n

n

S
T


 ，

则 3

3

a
b

的值为________.

4. 设 nS ， nT 分别是等差数列 na ， nb 的前 n项和，已知
2 1
4 2

n

n

S n
T n





， *n N ，则

10 11

3 18 6 15

a a
b b b b

 
 

．
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5.已知 nS 是等差数列 na 的前 n项和，若 7 7S  ， 15 75S  ，则数列 nS
n

 
 
 

的前 20项和为 ．

6. 已知数列的{an}的前 n项和 Sn，若{an}和 nS 都是等差数列，则
10n

n

S
a


的最小值是 .

【答案与提示】

1.【答案】50

【解析】设该等差数列的公差为 d ，

则由等差数列求和公式得 2( 1)2 (2 )
2 2 2n

n n d dS n d n n
     .

又因为数列 nS 为等差数列， 2 0
2
d

  ，故 4d = .

所以 13 1 12 50a a d= + = .

2.【答案】－
1
2

【解析】 设等差数列{an}的公差为 d，且 d＞0，由等差数列的性质，得 a2＋a5＝a3＋a4＝

22，

所以 a3，a4是关于 x 的方程 x2－22x＋117＝0 的解，所以 a3＝9，a4＝13，易知 a1＝1，d

＝4，故通项为 an＝1＋(n－1)×4＝4n－3.

所以 bn＝
Sn
n＋c

＝
2n2－n
n＋c

.

法一 （特殊值法）所以 b1＝
1

1＋c
，b2＝

6
2＋c

，b3＝
15

3＋c
(c≠0).

令 2b2＝b1＋b3，解得 c＝－
1
2

.

当 c＝－
1
2
时，bn＝

2n2－n

n－1
2

＝2n，

当 n≥2 时，bn－bn－1＝2.
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故当 c＝－
1
2
时，数列{bn}为等差数列.

法二 由 bn＝
Sn
n＋c

＝

n（1＋4n－3）
2

n＋c
＝

2n
n－1

2
n＋c

，

∵c≠0，∴可令 c＝－
1
2
，得到 bn＝2n.

∵bn＋1－bn＝2(n＋1)－2n＝2(n∈N*)，

∴数列{bn}是公差为 2 的等差数列.

即存在一个非零常数 c＝－
1
2
，使数列{bn}也为等差数列.

3.【答案】9

【解析】联想等比数列的前 n项和的结构特征，可知： 1(1 9 )
1 9

n

n
aS 




， 1(1 3 )
1 3

n

n
bT 




，

且 1 1a b 所以 23

3

9( ) 9
3

a
b

  .

4.【答案】
41
78

【提示】因为 3 18 6 15b b b b   ，所以 10 10 11 10 11 2011

3 18 6 15 6 15 10 11 20

a a a a a Sa
b b b b b b b b T

 
   

   
.

5.【答案】55

【解析】由等差数列的性质得

Sn
n 也是等差数列，设 n

n
Sb
n

 ，其公差为 d

且 7
7 1

7
Sb   ， 15

15 5
15
Sb   ，所以

1
2

d  ， 1 2b  

所以 nS
n

 
 
 

的前 20 项和即为 nb 的前 20 项和，故为
20 19 120 ( 2) 55

2 2


     .

6.【答案】21

【解析】设该等差数列的公差为 d ，

则由等差数列求和公式得 2
1 1

( 1) ( )
2 2 2n

n n d dS na d n a n
     .
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又因为数列 nS 为等差数列， 1 0
2
da   ，故 12d a= .

所以
2 2

10 1

1

( 10) 1 21 21[(2 1) ] 21
(2 1) 4 2 1 2

n

n

S n a n
a n a n
 

     
 

，

当且仅当 10n  时，“=”成立.

所以
10n

n

S
a


的最小值是 21.

专题 53 数列奇偶项问题

【方法点拨】

定义 在数列{ }na 中，若任意 n N *Î ，存在 t N *Î 且 2t ³ ，都有 n t na a d
+
- = （ d

为常数），则称数列{ }na 是“隔项成等差”数列.

类型 1 1n n n ta a a An B
+ +

+ + 鬃 = + ：

由
1

1 1

n n n t

n n n t

a a a An B
a a a An A B

+ +

- + -

ì + + 鬃 = +ïï
í
ï + + 鬃 = - +ïî

，两式相减得 1 ( 2)n t na a A n
+ -
- = ³ ，这就得到“隔

项成等差”数列{ }na ，特别的，当 0A= 时，数列{ }na 为周期数列.

类型 2 2
1n n n tS S S An Bn C

+ +
+ + 鬃 = + + ：

由

2
1

2
1 1 ( 1) ( 1)

n n n t

n n n t

S S S An Bn C
S S S A n B n C

+ +

- + -

ì + + 鬃 = + +ïïí
ï + + 鬃 = - + - +ïî

， 两 式 相 减 得

1 2 ( 2)n n n ta a a An A B n
+ +

+ + 鬃 = - + ，这样，类型 2 就转化为类型 1 了，所不同的

是不包含首项 1a .

类型 3 1 ( 1)nn na a An B
+
+ - = + ：

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

137 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

137

对 n赋值，有

2 1 2

2 2 1

2 2 2 1

2
2

2

n n

n n

n n

a a An B
a a An A B
a a An A B

+

-

+ -

ì + = +ïïïï - = - +í
ïïï - = + +ïî

，通过加减可得
2 1 2 1

2 2 2 4 2
n n

n n

a a A
a a An A B

+ -

+

ì + =ïï
í
ï + = + +ïî

，

从而 2 2 2 4 3 2n na a An A B
-
+ = - + ，所以 2 2 2 4n na a A

+
- = ，这就得到“隔项成等差”数列.

【典型题示例】

例 1 数列{ }na 满足 1 11 ( 1)nn na a n      ，且 60 1a  ．记数列{ }na 的前 n项和为 nS ，

则当 nS 取最大值时 n为 ( )

A．11 B．12 C．11 或 13 D．12 或 13

【答案】C

【解析】设 1a t ，由 1 11 ( 1)nn na a n      ，

可得 2 9a t  ， 3 1a t  ， 4 6a t  ， 5 2a t  ， 6 3a t  ， 7 3a t  ， 8a t  ，，

60 1a  可得 0 3 1t   ，可得 2 3t  ，

则数列{ }na 的奇数项为首项为 t，公差为 1 的等差数列；偶数项为首项为9 t ，公差为 3 的

等差数列，

且每隔两项的和为 9，7，5，3，1， 1 ，，为递减，

可 得 10 9 5 7 5 3 1 25S        ， 11 1125 30S a t    ， 12 25 1 24S    ，

13 1324 24 6 30S a t t       ， 14 24 3 21S    ，，

则当 nS 取最大值时 11n  或 13．

例 2 设数列  na 的前 n 项和为 nS ，已知  2 *4 2 7n nS a n n n N    ，则 11a 

_______．

【答案】－2

【解析】由  2 *4 2 7n nS a n n n N    得，
2

1 14 2 ( 1) 7( 1)( 2)n nS a n n n      
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两式相减得， 2 2
1 14 4 2 7 2 ( 1) 7( 1)( 2)n n n nS S a n n a n n n          

即 1 4( 2)n na a n n     ，所以 1 2 5( 3)n na a n n     

两式相减得， 2 1( 3)n na a n   

又将 1n  代入  2 *4 2 7n nS a n n n N    得， 1 3a 

所以 11 1 5 ( 1) 2a a      .

例 3 数列{ }na 满足 2 ( 1) 3 1n
n na a n     ，前 16 项和为 540，则 1a  ______________.

【答案】 7

【分析】对n为奇偶数分类讨论，分别得出奇数项、偶数项的递推关系，由奇数项递推公式

将奇数项用 1a 表示，由偶数项递推公式得出偶数项的和，建立 1a 方程，求解即可得出结论.

【解析】 2 ( 1) 3 1n
n na a n     ，

当 n为奇数时， 2 3 1n na a n    ；当 n为偶数时， 2 3 1n na a n    .

设数列 na 的前 n项和为 nS ，

16 1 2 3 4 16S a a a a a     

1 3 5 15 2 4 14 16( ) ( )a a a a a a a a        

1 1 1 1 1 1( 2) ( 10) ( 24) ( 44) ( 70)a a a a a a          

1 1( 102) ( 140) (5 17 29 41)a a       

1 18 392 92 8 484 540a a      ，

1 7a  .

点评：

本题综合考查数列的递推公式的应用、数列的并项求和、分类讨论思想和数学计算能力.

例 4 已知数列  na 的前n项和为 nS ，且 1 1a  ， 12 n n nS a a ，则 20S  ( )
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A．200 B．210 C．400 D．410

【答案】B

【分析】首先利用递推关系式求出数列的通项公式，进一步利用等差数列的前n项和公式的

应用求出结果．

【解析】由题 1 1a  ， 12 n n nS a a ，又因为 1 1a S

所以当 1n  时，可解的 2 2a 

当 2n  时， 1 12 n n nS a a  ，与 12 n n nS a a 相减得 1 1 2n na a  

当n为奇数时，数列  na 是以1为首相， 2为公差的等差数列， 2 1na n 

当n为偶数时，数列  na 是以 2为首相， 2为公差的等差数列， 2na n

所以当n为正整数时， na n ，

则 20 1 2 3 20 210S       .故选 B.

【巩固训练】

1.数列 na 满足 1 ( 1) 2 1n
n na a n     ，则其前60 项和为________.

2. 已 知 数 列  na 的 前 n 项 和 为 nS ，   11
2

n
n n nS a   ，

*n N ， 则

1 2 3 100+S S S S     .

3. 设 nS 为数列 na 的前 n项和，
1( 1) , ,
2

n
n n nS a n N     则

（1） 3a _____； （2） 1 2 100S S S    ．

4.已知数列{ }na 的前 n项和为 nS ，对任意 Nn  ，
1( 1) 3
2

n
n n nS a n     且

1( )( ) 0n nt a t a   恒成立，则实数 t的取值范围是 ．

5.各项均为正数的数列{ }na 的前 n 项和为 nS ，且 13 n n nS a a  ，则 2
1

n

k
k
a



 ．
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6.设数列  na 满足 1 2 3 4
11, 1, 4,
4

a a a a    ， 数列  na 前 n 项和是 nS ，对任意的

*n N ，    2 4
2 1

2

2 cos xn n
n n n

n n

a af x x a a a x e
a a
 

 


     ，若  0 0f   ，当 n是偶

数时， nS 的表达式是___________．

7. 若数列 { }na 满足 1 2 3 6n n na a a n
+ +

+ + = - ，且数列 { }na 的前 n 项的和 nS 总满足

2
nS An Bn C= + + （ 其 中 A B C、 、 为 常 数 ） ， 则 数 列 { }na 的 通 项 公 式 是

na = .

8. 若数列{ }na 满足 1 2 3 6n n na a a n
+ +

+ + = - ，且 2 1

1
2

a a= ，若数列{ }na 单调递增，则 1a

的取值范围为 .

9.已知数列 na 的首项 1 2a  ，且满足  *
1 2nn na a n N   ，则 20a =________．

【答案或提示】

1.【答案】1830

【解析】由 1 ( 1) 2 1n
n na a n     ，可得 2 1 1a a  ， 3 2 3a a  ， 4 3 5a a  ， 5 4 7a a  ，

6 5 7a a  ， 7 6 11a a  ，···， 100 99 199a a 

所 以 3 1 2a a  ， 4 2 8a a  ， 7 5 2a a  ， 8 6 24a a  ， 9 11 2a a  ，

12 10 40a a  ，···，

所以从第一项起，每四项的和构成以 10 为首项，16 为公差的等差数列

所以 na 前60 项和为
15 1415 10 16=1830

2


   .

2.【答案】 100

1 1( 1)
3 2


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【提示】奇偶项分别成等差数列.

3.【答案】
1

16
 ； 100

1 1( 1)
3 2



【解法一】∵
1( 1)
2

n
n n nS a   ∴当 2n  时， 1

1 1 1

1( 1)
2

n
n n nS a
    

两式相减得 1
1 1 1

1 1( 1) ( 1)
2 2

n n
n n n nn nS S a a

         ，即

1
1

1( 1) ( 1)
2

n n
n n n na a a

    

当 n是偶数时， 1
1
2n n n na a a    ，所以 1

1
2n na    ，即 n是奇数时， 1

1
2n na   ；

当 n是奇数时， 1
12
2n n na a    ， 1 1

1 12
2 2n n n na a     ，即当 n是偶数时，

1
2n na  .

∴
1 2 100 1 2 1002 100

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

S S S a a a            

2 4 100 1 3 99 2 100

1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2

a a a a a a              

2 4 100 3 5 99 2 100

1 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )
2 2 2 2 2 2 2 2 2

              

2 4 100 2 100 100

1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( 1)
2 2 2 2 2 2 3 2

            .

【解法二】∵
1( 1)
2

n
n n nS a   ∴ 1

1( 1) ( )
2

n
n n n nS S S    

当 n是偶数时， 1
1
2n n n nS S S    ， 1

1
2n nS    ，即当n是奇数时， 1

1
2n nS   ；

当 n是奇数时， 1
1
2n n n nS S S     ， 1

12 0
2n n nS S    ，即当 n是偶数时， 0nS  ；

2 102

1 2 100 2 4 100 100

2

1 1
1 1 1 1 12 2( ) ( 1)12 2 2 3 21

2

S S S


           


.

4.【答案】
3 11
4 4

t- < <

【解析】当 1n = 时， 1

3
4

a = -
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当 2n> 时， 1
1 1 1

1( 1) 4
2

n
n n nS a n
       ，所以 1

1( 1) ( 1) 1
2

n n

n n n na a a      

当 n为偶数时， 1
1 1
2n na    ；

当 n为奇数时， 1
12 1
2n n na a     ，即 1

1 12 1
2 2nn na      ， 1

23
2n na    .

所以

1

13 ,
2

1 1,
2

n

n

n

n
a

n

  
 


为偶数

为奇数

.

当 n为偶数时，
1 113 ,3
2 4n na      

，当 n为奇数时， 1

1 31 1,
2 4n na 

       

又因为 1( )( ) 0n nt a t a   恒成立， 1n na t a   ，所以
3 11
4 4

t- < < .

5.【答案】
3 ( 1)

2
n n 

【解析】∵ 13 n n nS a a  ∴ -1 -13 n n nS a a （ 2n  ）

两式相减得 -1 1 -13( ) ( )n n n n nS S a a a   ，即 1 -13 ( )n n n na a a a 

又因为{ }na 的各项均为正数，所以 1 -1 3n na a   （ 2n  ）

当 1n  时，由 13 n n nS a a  得 1 1 1 23 3S a a a  ，所以 2 3a 

故 2 4 6 8, , , ,a a a a   是以 2 3a  为首项，公差为3的等差数列

∴ 2
1

( 1) 3 ( 1)3 3
2 2

n

k
k

n n n na n


  
     .

6.【答案】
2 4 1
3 3 2

n

n 


【解析】    2 4
2 1

2

2 sin xn n
n n n

n n

a af x a a a x e
a a
 

 


      ：，

因为  0 0f   ，所以
2 4

2

0n n

n n

a a
a a
 



  ，即
2 4

2

n n

n n

a a
a a
 



 ，所以数列 na 中所有的奇数

项成等比数列，所有的偶数项成等比数列，所以当 n 是偶数时，
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nS 的表达式是

2
2

11 11 1 4 4 2 4 111 4 3 3 21
4

n
n

n

n

 
            

      
 

．

7.【答案】 3na n= -

8.【答案】 1

12 3( , )
5 2

a Î - -

9.【答案】512

【分析】利用已知将 n换为 n+1，再写一个式子，与已知作比，得到数列 na 的各个偶数

项成等比，公比为 2，再求得 2 =1a ，最后利用等比数列的通项公式即可得出．

【解析】∵anan+1=2n，（ *n N ）∴an+1an+2=2n+2．（ *n N ）

∴
2 2n

n

a
a
  ,（ *n N ），∴数列 na 的各个奇数项 51 3 ...a a a， ， 成等比，公比为 2，

数列 na 的各个偶数项 2 4 6...a a a， ， 成等比，公比为 2，

又∵anan+1=2n，（ *n N ），∴a1a2=2,又 1 2a  ，∴ 2 =1a ，

可得：当 n为偶数时，
1

2
2 2

n

na a


  ∴a20＝1•29＝512．故答案为 512．

专题 54 利用拆凑法求不等式的最值

【方法点拨】

1. 已知的一边是二次齐次可分解，另一边是常数，可考虑换元法；

2. 例 2、例 3中使用了拆凑用以“凑形”，其目的在于一次使用基本不等式，能实现约分

或倍数关系.

【典型题示例】

例 1 若实数 x， y满足
2 22 1x xy y   ，则 2 2

2
5 2 2

x y
x xy y


 

的最大值为______．
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【答案】
2

4

【解析】因为   2 22 2x xy y x y x y     ，    2 2x y x y x y     ，

   2 22 25 2 2 2x xy y x y x y      ，设2x y u  ， x y v  ，

故原问题可转化为“已知 1u v  ，求 2 2

u v
u v




的最大值”．

又因为
     

22 2

1 1 2
2 422 2

u v u v
u v u v uv u v u vu v u v

 
   

       

，

所以 2 2

2
5 2 2

x y
x xy y


 

的最大值为
2

4
，当且仅当 2u v  时取等号．

故答案为：
2

4
．

例 2 已知 , ,x y z R ，则 2 2 2

xy yz
x y z

 


 
的最大值是________

【答案】
2

2

【分析】本题变量个数较多且不易消元，考虑利用均值不等式进行化简，要求得最值则需要

分子与分母能够将变量消掉，观察分子为 ,xy yz均含 y，故考虑将分母中的 2y 拆分与 2 2,x z

搭配，即 2 2 2
2 2 2 21 1

2 2

xy yz xy yz
x y z x y y z

  
 

          
   

，而

2 2 2 2 2 2 2 21 1 1 12 2 , 2 2
2 2 2 2

x y x y xy z y z y yz        ，所以

2
22 2

xy yz
xy yz

 
 


.

点评：
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本题在拆分 2y 时还有一个细节，因为分子 ,xy yz的系数相同，所以要想分子分母消去

变量，则分母中 ,xy yz也要相同，从而在拆分 2y 的时候要平均地进行拆分（因为 2 2,x z 系

数也相同）．所以利用均值不等式消元要善于调整系数，使之达到消去变量的目的．

例 3 若实数 x，y满足 x2＋2xy－1＝0，则 x2＋y2的最小值是________．

【分析】

思路 1：注意到条件与所求均含有两个变量，从简化问题的角度来思考，消去一个变量，转

化为只含有一个变量的函数，从而求它的最小值．本题中可直接由已知解得 y，代人所求消

去 y；也可将直接使用“1”的代换，将所求转化为关于 x，y 的二次齐次分式.
思路 2：由所求的结论为 x2＋y2，想到将条件应用基本不等式构造出 x2＋y2，然后将 x2＋
y2 求解出来即可．

【解析一】从结论出发，注意到已知中不含“y2”项，故拆“x2”项的系数

设 x2＋y2=tx2－tx2＋y2=tx2－tx2＋y2]≥tx2 � − t xy(0<t<1) ※

则 t: � − t，解之得：t준 −�+ �
2

代人※得：x2＋y2≥−�+ �
2

�x2xy)= −�+ �
2

∴x2＋y2 的最小值是
−�+ �

2
．

【解析二】从已知出发，注意到结论中不含“xy”项，故拆“xy” 项的系数

设 x2＋2xy＝x2＋2(tx)(�
t

y)≤x2＋[(tx)2+(�
t

y) 2]= (1+t2)x2+ �
t2

y 2

则(1+t2): �
t2

=1:1(下略).

【巩固训练】

1.已知  , , 0,a b c  ，则
 22 2 2 5

2
a b c

bc ac
  


的最小值为 ．

2.已知正实数 x，y满足 x2＋xy－2y2＝1，则 5x－2y的最小值为________．

3.已知 0,, cba ，则
bcab
cba

2

222




的最小值为 .
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4.当 ,m n是正实数时, 2 2

4 +
1 

m n
m n

的最大值是 ．

【答案与提示】

1,【答案】�

【解析】注意到分母中因式均含 c，故需拆分子含“c2” 项的系数

设�2 + �2 + �2 준 �2 + ��2 + ��2 + � − ���2 ≥ 2 ��� + 2 � − ���

故 �： � − � 준 �:2，解之得：t준 �
�
，所以�2 + �2 + �2 ≥ 2 �

�
��� + 2���

当且仅当�2 준 �
�
�2，�2 준 �

�
�2，即 � 준 2 �

�
c，� 준 2 �

�
c时，等号成立.

则 �2+�2+�2
2
+�

2bc+��
≥ ����+2���

�
+ �

2bc+��
≥ �，当且仅当 2�� + �� 준 �时，等号成立.

2.【答案】4

【解析】：将已知条件左边分解因式得 x2＋xy－2y2=( x－y) ( x+2y)=1

因为 x，y是正实数，且( x－y) ( x+2y)=1>0，所以 x－y >0 ， x+2y>0

设 5x－2y=a( x－y)+b ( x+2y)，则 a=4，b =1，所以 5x－2y=4( x－y)+ ( x+2y)

由基本不等式得 4( ) ( 2 ) 2 4( )( 2 ) 4x y x y x y x y       .

3.【答案】
2 5

5

【解析一】

2 2 2 22 2 2 2
2 2 2

1 41 4 2 2+ 2 55 55 5= =
2 2 2 5

a b b ca b b ca b c
ab bc ab bc ab bc

    


  

（ ）（ ）
.

【解析二】

2 2
2 2 2 ( ) 1 ( )

=
2 2

a c
a b c b b

a cab bc
b b

  
 

，设 = , =a cx y
b b

，
2 2 2

= ( >0)
2

a b c t t
ab bc
 


.

则满足等式
2 21 =

2
x y t
x y
 


的 x,y存在，去分母后配方得：
2 2 25( ) ( ) = 1

2 4
tx y t t    ，

故
25 1 0

4
t   ，解得

2 5
5

t  .
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4.【答案】
17
2

【解法一】 2 2
2 2

4 + 4 + 4 + 17
16 11 216 12 217 17 17 17

  
     

m n m n m n
m n m n m n

【解法二】设 2 2

4 + 1 ( 0)
1
 

 
m n t

m n t

所以
2 2 1 (4 + )  m n t m n ,即

2 2 217( 2 ) ( ) 1
2 4

    
tm t n t

故
217 1 0

4
 t ,解之得

1 17
2


t

.

【解法三】令
2 2 2 m n r , cos , sin m r n r 

2 2 2 2 2

4 + 4 cos + sin 17 sin( ) 17 17 17
11 1 1 1 2


    

     

m n r r r r
m n r r r r

r

   
.

专题 55 一类貌似神离的不等式求最值

【方法点拨】

1.已知 ax by xy  ，求mx ny 的最值型（其中 a、b、m、 n均为正数）.

此类问题应归结为“知和求和”型，解决的策略是利用常数代换，即将“1”将已知与

所求进行相乘，从而得到常数项与互为倒数的两项，然后利用均值不等式求解；也可用“权

方和不等式”求解.

2.已知 0ax by cxy d    ，求mx ny 的最值型.

此 类 问 题 应 采 取 “ 强 分 ” 的 方 法 ， 即 将 0ax by cxy d    分 解 为

   ex f gy h t   ，然后直接使用基本不等式求解为最简单途径.
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说明:关键要分清题设的条件的不同，根据不同的“结构特征”寻找解题的突破口，决

不要“张冠李戴”.

【典型题示例】

例 1 已知 0, 0,x y x y xy    ，求 2x y 的最小值.

【答案】3 2 2

【解析一】对 x y xy  两边同时除以 xy得 1 1 1
x y
 

  1 1 2 22 2 3 2 3 2 2 3y x y xx y x y
x y x y x y

 
            

 
（等号成立条件略）

即 2x y 的最小值3 2 2 .

【解析二】（权方和不等式）对 x y xy  两边同时除以 xy得 1 1 1
x y
 

所以
 2
1 21 1 2 11

2 2x y x y x y


    



所以 2 3 2 2x y   （等号成立条件略）

即 2x y 的最小值3 2 2 .

说明：

1. 已知 , , ,x y a b R ，则有：
 2
a ba b

x y x y


 


（当且仅当 : :x y a b 时，等

号成立）.上式称为二元变量的权方和不等式，用于“知和求和型”求最值.

2. 此类问题还可以通过消元以达到减元的目的来求解，由
1
xy
x




，再代入到所求表

达式，求出最值即可，但要注意 x的范围需由 0y  缩定.

例 2 已知 0, 0,2 4x y x y xy     ，求 2x y 的最小值.

【解析】因为        2 2 2 2 2 2x y xy x xy y y x y y x y            
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   1 2 2x y   

所以    2 4 1 2 6x y xy x y      

所以        2 2 1 2 4 2 2 1 2 4 4 3 4x y x y x y             ，

即  min
2 4 3 4x y   .

说明：

此 类 问 题 还 可 以 通 过 消 元 以 达 到 减 元 的 目 的 来 求 解 ， 由

4 22 4
1
xx y xy y

x


    


，再代入到所求表达式
4 22 2

1
xx y x

x


  


，求出最值即

可，但要注意 x的范围需由 0y  缩定  0,2x .

【巩固训练】

1.已知正实数 ,x y满足 2 4xy x y   ，则 x y 的最小值为__________

2. 已知 2 0a b  ， 1a b  ，则
1 4
2a b b




的最小值为 .

3.如图，已知三角形 ABC 中，AB ＝1，AC ＝ 2 ，若点 M 为线段 BC 的三等分

点(靠近 B 点)，则 的最小值为 ．

4．已知 a＞0，b＞0，且 1x y  则
2 2

2 1
x y
x y


 

的最小值是 ．

5.已知 x＞1，y＞1，则
2 2

1 1
x y
y x


 

的最小值是 ．
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6.已知 a＞0，b＞0，且 1a b  ，则
1

2 1
a

a b



的最小值是 ．

7.已知 x＞1，y＞1，xy＝10，则
1 4

lg lgx y
 的最小值是 ．

8. 已知正数 ,x y满足 2 2x y  ，则
8x y
xy


的最小值为 .

9.已知  0,3x ，则
2 8 1

3 2
xy
x x


 


的最小值为 .

10.已知正实数 x，y满足 x+y＝xy，则
1 9+

1 1
y

x y 
的最小值是 ．

11.已知 a＞0，b＞0，且
2 1 1

2 2a a b
 

 
，则 a b 的最小值是 ．

【答案与提示】

1.【答案】 2 6 3

【提示】由 2 4xy x y   强分    1 2 6x y   即可.

2.【答案】
25
18

【提示】权方和不等式
 
 

2
1 121 4 1 12

2 2 3 2 3a b b a b b a b b


   

   
立得，或换元等.

3.【答案】
25
18

【解析】
2 1
3 3

AM AB AB 
  

，
2 8 8 cos

9 9
AM  


，
2

5 4cosBC  


2 2

9 1
1 2 1 2 8 2

8 8 55 4cos 1 coscos cos
9 9 4

AM BC   
    

  
 
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 

2
9 1
8 2 25

5 181 cos cos
4

 

 
 

  
    
 

.

4.【答案】
1
4

【解析】
 22 2 1

2 1 3 4
x yx y

x y x y


  
   

,当
2 1
x y

x y


 
，即

2 1,
3 3

x y  时，等号成立．

5.【答案】8

【解析】令 2 ( 0)x y t t   

   2 22 2 2 4 4 8
1 1 2

x y tx y t
y x x y t t

 
      

   

当

2 2

1 1

x y
x y
y x

  

   

，即 2, 2x y  ，两个等号同时成立．

6.【答案】
5
4

【解析】
 2 11 1 1 1 1 4 1

2 1 2 1 2 1 2 2 2
ba b

a b a b a b a b
 

       
   

 21 2 51
2 2 2 4a b


  

 

当
1 2

2 2 2a b



，即

2 1,
3 3

a b  ，
min

1 5
2 1 4

a
a b

    
．

7.【答案】：9
【解析】∵x＞1，y＞1，xy＝10，

∴ lg lg 1x y  ，且 lg 0, lg 0x y 

∴
 2
1 41 4 9

lg lg lg lgx y x y


  


，当且仅当

1
310x  时取“＝”．

8.【答案】9
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【解析】
 2

8 28 8 1 8 2 9
2 2

x y
xy x y x y x y


     



当且仅当
4 1,
3 3

x y  ，等号成立.

9.【答案】
7
2

【解析】
 

 

2
4 12 8 1 2 1 4 1 72 2 2

3 2 3 2 6 2 2 6 2 2 2
xy
x x x x x x x x


          

    

当且仅当 1x  时,等号成立.

10.【答案】15

【解析】x+y＝xy可化为
1 1+ 1
x y

 ，

 2
1 91 9 9 1 9+ + 1 + 1 1 151 1 1 11 1 1 1 1 1 (1 ) (1 )

y x y
x y x y

x y x y


      

        
.

11.【答案】
1 2
2


【解析】
 2

2 12 11
2 2 2 2 2a a b a b


  

   

当
2 1
2 2a a b


 
，即

12,
2

a b  ，  min

1 2
2

a b   ．

专题 56 （一元二次）不等式整数解的个数

【方法点拨】

不等式（一般是一元二次不等式）的整数解的个数问题，一般采用“分离函数”的方

法转化为两函数图象间的位置关系较简单，分离函数的的一般策略是“一动一静，一直一曲，

动直定曲”.

【典型题示例】
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例 1 若关于 x的不等式
2 2(2 1)x ax  的解集中整数恰有 3个，则实数 a的取值范围是

_________.

【答案】
25 49,
9 16

 
  

【解析一】原不等式转化为
2( 4) 4 1 0a x x    ，

则 4 0, 16 4( 4) 0a a       ，即0 4a 

而
2( 4) 4 1 0a x x    的解为 1 2

1 1,
2 2

x x
a a

 
 

，

由0 4a  得： 1
1 1( , )
4 2

x  ，则  2
1 3,4

2
x

a
 


，

解之得：
25 49
9 16

a  .

【解析二】易知 0a  ，则原不等式可化为 2 1x a x  ，

令 ( ) 2 1f x x  ， ( )g x a x

问题转化为两函数 ( )f x 、 ( )g x 图象问题，当 ( )f x 的图象在 ( )g x 的图象的下方时的横坐

标为整数点有且仅有三个，如下图

则
(3) (3)
(4) (4)
g f
g f


 

，
3 5

4 7

a

a

 



，解之得

25 49
9 16

a 

故实数 a的取值范围是
25 49,
9 16

 
  

.

.
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【解析三】仿解法二，易知 0a  ，则原不等式可化为
1 2 a
x
  ，

令
1( ) 2f x
x

  ， ( )g x a ，下同解法二利用图象

则 (3) (4)f a f  ，即
5 7
3 4

a  ，解之得
25 49
9 16

a 

故实数 a的取值范围是
25 49,
9 16

 
  

.

点评：

解法一是直接利用“数”解决，即将一元二次不等式解集中整数恰有 3个问题，转化

为对应的一元二次方程的解之间恰有三个整数，先将其中一个根的范围进行缩定，然后推测

其另一个根的范围，利用之布列不等式求解.解法难度较大，不建议使用.

而解法二、三，其关键是利用“形”解决，即将一元二次不等式解集中整数恰有 3个问

题，转化为满足不等关系的函数图象间的横坐标恰有三个整数，从两种解法可以看出，解法

三更简单，可谓实现“秒杀”，这对学生的转化能力提出更高的要求.该方法的重中之重在

于“分离函数”的能力，一般遵循“一动一静，一直一曲，动直定曲”的原则进行.
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例 2 已知函数   af x x
x

  ，过点 (1,0) 作曲线 ( )y f x 的两条切线，切点分别为

1 1( , ( ))A x f x ， 2 2( , ( ))B x f x ，其中 1 20 x x  .若在区间 1 2( , )x x 内存在唯一整数，则实数 a

的取值范围是 ．

【答案】
4 1
3

a   

【分析】利用导数的几何意义，不难得出 1 2,x x 是方程
2 2 0x ax a   的两个根，分离函数

2 12 ( )
2

x a x   ，问题转化为两函数
2 12 ( )

2
y x y a x   、 的交点横坐标间存在唯一整

数，利用“形”，易知该整数为 1，故只需

12 (1 ) 1
2
12 (2 ) 4
2

a

a

  

  


，解之得
4 1
3

a    .

【巩固训练】

1.（多选题）若关于 x的不等式组

2

2

2 0
2 (2 5) 5 0
x x
x k x k

   


   
的整数解的集合为 2 ，则整

数 k的值可以是_________.

A.－3； B. 0； C. 1； D. 2 .

2.若关于 x的不等式
2 ( 1) 0x a x a    的解集中至多包含 2个整数，则实数的 a取值范围

是_________.

A.(－3,5)； B. (－3,2)； C. [－3,5]； D. [－2,4] .

3.设集合  2A= 2 3 0x x x   ，集合  2B= 2 1 0, 0x x ax a    .若A B 中恰含有一

个整数，则实数a的取值范围是（ ）

A．
30,
4

 
 
 

B．
3 4,
4 3
 

 
C．

3 ,
4
  

D．  1,

4.设 0＜b＜1+a,若关于 x 的不等式
2( )x b ＞

2( )ax 的解集中的整数恰有 3个，则（ ）
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A． 01  a B． 10  a C． 31  a D． 63  a

5.已知关于 x的不等式组
21 2 2kx x k    有唯一实数解，则实数 k 的取值是_________.

6. 若关于 x 的不等式
2 2 0x ax a   的解集中的整数恰有 2 个，则实数 a 的取值范围

是 .

7. 若关于 x的不等式  2 22 3 3 0x a x a a     只有两个整数解 1和 2，则实数 a的值是

_______．

【答案与提示】

1.【答案】ABC

【提示】由
2 2 0x x   得 1 2x x  或 ，

22 (2 5) 5 =(2 5)( ) 0x k x k x x k      ，故

2 3k    ，即 3 2k   .

2.【答案】C

【提示】由
2 ( 1) ( 1)( ) 0x a x a x x a       结合数轴立得.

3.【答案】B．

【解析】    2| +2 3 0 | 1 3A x x x x x x      或 ，因为函数
2( ) 2 1y f x x ax    的

对称轴为 0x a  ， (0) 1 0f    ，根据对称性可知要使 A B 中恰含有一个整数，则这

个整数解为 2，所以有 (2) 0, (3) 0f f  且 (3) 0f  ，即
4 4 1 0

,
9 6 1 0

a
a

  
   

3 4
4 3

a  ，

选 B.

4.【答案】C

【解析】由题得不等式 x b ax  ，设 ( )f x x b  ， ( )g x ax ，利用函数图象转化为

其在点处的函数值大小关系.
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5.【答案】
1 51 2
2

k k 
  或

6.【答案】
1 251, ,9
3 3

          

【解析】分离变量，不等式 x2ax+2a<0可转化为 x2<a（x2），构造函数 f(x)=x2，g(x)=

a（x2）.

如图一，当 a>0，利用导数易求出切点 P（4,16），欲使不等式 x2ax+2a<0的解集中恰有

两个整数，其解集中必要整数 4，则另一解必为 3或 5，比较过这两点的直线的斜率，可得

25 9
3

a  ；如图二，当 a<0，欲使不等式 x2ax+2a<0的解集中恰有两个整数，其解集

中必要整数 0，则另一解必为 1或-1，比较过这两点的直线的斜率，可得
11
3

a    ；

综上可得，实数 a的取值范围是：
25 9
3

a  或
11
3

a    .

6.【答案】 2

【提示】由
2 6 0x x   得 3 2x x  或 ，设

2( ) 2 3f x x ax   ，故

(3) 12 6 0
(4) 19 8 0
f a
f a

  
   

，解得
92
8

a  .

7.【答案】0

【分析】先解出不等式，然后根据整数解确定 a的值．

【解析】原不等式化为 ( )( 3) 0x a x a    ，所以 3a x a   ，

2 x

y

O
图二2 x

y

O

P

图一
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因为整数中只有 1，2是不等式的解，0和 3都是不是解，则
0
3 3

a
a


  
，所以 0a  ．

0a  时，不等式的解为0 3x  满足题意．

故答案为：0．

专题 57 一类过定点问题的不等式恒成立

【方法点拨】

将恒成立问题转化为两函数的位置关系问题，难点在于发现两函数过定点.

【典型题示例】

例 1 已知 aR ，  2ln 1 0x x ax x a    在
1 , 2
2

x  
  上恒成立，则实数 a的取值

范围为______．

【答案】
1,
3

   

【分析】  2ln 1 0x x ax x a    在
1 , 2
2

x  
  上恒成立，即对于

1 , 2
2

x  
 




 ，两函数

( ) lnf x x 、
2( ) 1g x ax x a    的函数值异号，亦既是在此范围内，两函数的图象分

别位于 x轴的两侧，故将恒成立问题转化为了两函数的位置关系问题，再进一步发现两函数

过定点（1,0），而函数
2( ) 1g x ax x a    含参，是二次函数，只需对 a的符号（即对

称轴位置）及端点值进行讨论、限制即可.

【解析】∵
1 , 2
2

x  
  ， 0x 

∴  2ln 1 0x x ax x a    在
1 , 2
2

x  
  上恒成立，即  2ln 1 0x ax x a    在

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

159 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

159

1 , 2
2

x  
  上恒成立

设 ( ) lnf x x ，
2( ) 1g x ax x a   

易知 ( )f x ， ( )g x 图象恒过点（1,0），下面对 a的符号进行分类讨论.

（1）当 0a  时，如

上图左中， ( )g x 的对称轴在 y轴的左侧， ( )g x 在对称轴右侧单减且恒过点（1,0），故满

足题意.

(2) 当 0a  时，易知满足题意.

（3）当 0a  时，如上图右中，欲使  2ln 1 0x ax x a    在
1 , 2
2

x  
  上恒成立

只需 (2) 0g  ，即 (2) 3 1 0g a   ，解之得
1
3

a  ，故
10
3

a  .

综上得，实数 a的取值范围为
1,
3

   ．

例 2 设 aR，若 x＞0 时均有[(a－1)x－1]( x 2－ax－1)≥0，则 a＝______________．

【答案】
2
3

a

【分析】本题解法较多，按照一般思路，则可分为以下两种情况：

(A) 2

( 1) 1 0
1 0

a x
x ax


 

－ －

－ －
， 无解； (B) 2

( 1) 1 0
1 0

a x
x ax


 

－ －

－ －
， 无解．

因为受到经验的影响，会认为本题可能是错题或者解不出本题．其实在 x＞0 的整个区间

上，我们可以将其分成两个区间(为什么是两个？)，在各自的区间内恒正或恒负．(如下图)

我们知道：函数 y1＝(a－1)x－1，y2＝x 2－ax－1 都过定点 P(0，1)．
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考查函数 y1＝(a－1)x－1：令 y＝0，得 M(
1

1a  ，0)，还可分析得：a＞1；

考查函数 y2＝x 2－ax－1：显然过点 M(
1

1a  ，0)，代入得：
21 1 0

1 1
a

a a
       

，解之

得：
2
3a0  或者a ，或者

2
3

a ，舍去 0a ，得答案：
2
3

a ．

点评：

本题的关键在于，一是将恒成立问题转化为利用“形”进一步转化为两函数的位置关系

问题，二是发现两函数在 x轴的右侧过定点.

【巩固训练】

1. 对任意的 (0, )x  ，不等式
2 2( 2) ln 0ax a x x   恒成立，则实数 a的取值的集合

是 ．

2.对任意的 (0, )x  ，不等式
2( ln )( 2 10) 0xx a x ax

a
      恒成立，则实数a的取

值范围是 ．

3.已知不等式
2( 3)( ) 0ax x b   对于任意的 (0, )x  恒成立，其中 ,a b是整数，则
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a b 的取值集合为__________.

4. 已知函数
2( ) 2 2(4 ) 1f x mx m x    ， ( )g x mx ，若对于任一实数 x， ( )f x 与 ( )g x

至少有一个为正数，则实数m的取值范围是

A． (0, 2) B． (0,8) C． (2,8) D． ( ,0)

【答案与提示】

1.【答案】 1

【解析】设
2 2( ) 2f x ax a x   ， ( ) lng x x

因为 ( ) lng x x 恒过点（1,0），所以必有

2(1) 2 0
0

f a a
a
    



，解之得 1a  .

2.【答案】 10

【分析】考虑从“形”出发.

设 ( ) ln xf x x a
a

   ，
2( ) 2 10g x x ax   

易知 0a  ，且函数 ( )f x 横过点 ( ,0)a

又
1( ) 1 0f x
x

    ，故 ( )f x 在 (0, )x  上增

必有
2( ) 2 10g x x ax    过 ( ,0)a

所以
2 22 10 0a a    ，解之得 10a  

又 0a  ，所以 10a  ．

3.【答案】 }8,2{
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【解析】构造“形”易得
3b
a

  ，即 3a b  

∵ ,a b是整数

∴
3

1

a

b

 



，或

1

3

a

b

 




解之得：
3

1
a
b
 

 
，或

1
9

a
b
 

 

所以 2 8a b   或 ，故 a b 的取值集合为 }8,2{ .

4.【答案】B

【解析】当 0m  时，显然不成立

当 0m  时，因 (0) 1 0f   当
4 0

2 2
b m
a


   即0 4m  时结论显然成立；

当
4 0

2 2
b m
a


   时只要

24(4 ) 8 4( 8)( 2) 0m m m m        即可即 4 8m 

则0 8m  .

专题 58 多次使用基本不等式

【方法点拨】

多元变量的最值问题是一种常见的题型，也是高考命题的热点，其解法灵活多变，较难

把握.当目标式中有的变量间彼此独立，相互间没有制约条件时，使用分离变量法，多次使

用基本不等式即可.这是可多次使用基本不等式的先决条件，其目的是保证等号能同时成立.

【典型题示例】

例 1 若 0 ,  0a b  ，则 2

1
a

ba
b

  的最小值为_______．

【答案】 2 2

【分析】两次利用基本不等式即可求出.
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【解析】 0 ,  0a b  ，

2 2

1 1 2 22 2 2 2a ab b
a b a

b
b

b
b b

           ，

当且仅当 2

1 a
a b
 且

2 b
b
 ，即 2a b  时等号成立，

所以 2

1
a

ba
b

  的最小值为2 2 .

例 2 已知 0, 0, 2,a b c   且 1a b  ，则
3 6

2
ac c
b ab c

 


的最小值是_________.

【答案】24

【解析】由于
3 6 3 1 6( )

2 2
ac c a c
b ab c b ab c

    
 

，故考虑先求出
3 1a
b ab
 的最小值，

23 1 3 ( ) 3 4 42 2 2 2 6a a a b a a b a b a b
b ab b ab b b a b a b a


             

3 6 6 6 66 6( 2) 12 2 6( 2) 12 24
2 2 2 2

ac c c c c
b ab c c c c

           
   

 .

点评：（1）“多元问题一般应减元”，这是解决多元问题的基本思路.本题中，虽然

已知中含有三个变量，但其地位是不同的，这里 1a b  有约束条件，而变量 c除了“ 2c  ”

外，没有其它的任何约束条件，系“单身狗”，故应将其分为一组------------其目的是“孤立

单身狗”，求出其最小值，再使用基本不等式，而两次使用基本不等式的条件没有关联；

（2）在求
3 1a
b ab
 的最小值时，观察式子的结构特征，使用了“1”的代换，其目的仍

在于“化齐次”.

例 3 设 4 1( 0, 0)x y x y    ， 0s t  ，则
2 2 2

2

1x s ys
xy st t





的最小值为 .

【答案】 4 5
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【分析】所求
2 2 2

2

1x s ys
xy st t





变形为
2

2
2

1x y s
xy st t

 
   

.三次使用基本不等式，第一次，

在条件 4 1( 0, 0)x y x y    下，求
2x y
xy


最小值，需使用“1”的代换化齐次；第二次，

在条件 0s t  下，求 2st t 最小值，为达到消 t的目的，需拆凑放缩（解答所给方法）

或直接使用基本不等式     2 2
2 +
= =

2 4
t s t sst t t s t

 
    

 
；第三次，直接运用互倒型，使

用基本不等式.三次使用基本不等式取等条件相互独立，从而最小值能够取得.

【解析】由题 x+4y=1(x＞0，y＞0)，

x2+y
xy

=x
2+(x+4y)y
xy

=x
y
+1+4y

x
≥4+1=5，当且仅当 x=1

3
，y=1

6
时，“=”成立．

因为 0＜t＜s，则
1

ts－t2
= 4
s2－(s－2t)2

≥4
s2
，当且仅当 s=2t时，“=”成立．

于是
x2s2+ys2

xy
+ 1
ts－t2

≥5s2+4
s2

≥4 5，

当且仅当 x=1
3
，y=1

6
，s=2 5

5
，t= 5

5
时，“=”成立．

所以
x2s2+ys2

xy
+ 1
ts－t2

的最小值为 4 5．

例 4 已知 a＞0，b＞0，c＞2，且 a＋b＝2，那么
ac
b
＋
c
ab

－
c
2
＋

5
c－2

的最小值为________．

【答案】 10＋ 5

【分析】a、b间有制约条件“a＋b＝2”，“c”为独立变量，故将所求变形为
ac
b
＋
c
ab

－
c
2
＋

5
c－2

＝c
a
b
＋

1
ab
－

1
2 ＋

5
c－2

，先求出
a
b
＋

1
ab
的最小值即可.

【解析】因为 a＞0，b＞0，所以
a
b
＋

1
ab
－

1
2
＝
a
b
＋
a＋b2

4ab
－

1
2
＝
a
b
＋
a2＋2ab＋b2

4ab
－

1
2
＝

5a
4b
＋
b

4a
≥

5
2
，

当且仅当 b＝ 5a时等号成立．

又因为 c＞2，由不等式的性质可得
ac
b
＋
c
ab

－
c
2
＋

5
c－2

＝c
a
b
＋

1
ab

－
1
2 ＋

5
c－2

≥
5

2
c＋ 5

c－2
.

又因为
5

2
c＋ 5

c－2
＝

5
2

(c－2)＋ 5
c－2

＋ 5≥ 10＋ 5，当且仅当 c＝2＋ 2时等号成立，
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所以
ac
b
＋
c
ab
－
c
2
＋

5
c－2

的最小值为 10＋ 5.

点评：

本题中有三个变量,其中两个变量间有约束条件.先求出其最值，然后使用不等式的性质

放缩，再使用一次基本不等式.

【巩固训练】

1.已知 x＞0，y＞0，则
16yx

x xy
  的最小值为 ．

2.已知 0a b  ，则
2 64

( )
a

b a b



的最小值为 ．

3.已知 0x  ， 0y  ， 0z  ，且 3 6x y z   ，则 3 2 3x y z  的最小值为 ．

4.设正实数 x， y满足
x yxy
x y





，则实数 x的最小值为 ．

5.已知正数 ,a b满足 2 (2 ) 4a b a b  ，则 a b 的最小值为 ．

6. 若 0x y  ，则 3
2

32x
xy y




的最小值为 ．

7.已知正数 a,b满足
�b

�+2�
� �，则 � + � 2 + �+ 2 2的最小值是 ．

【答案或提示】
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1.【答案】 4 2

【解析】所求变形为
16 1 16= ( )yx x y

x xy x y
   

∵y＞0 ∴
16 162 8y y
y y

    ，当且仅当 4y  时，等号成立，

∵x＞0，
16 8y
y

 

∴
16 8 82 4 2yx x x

x xy x x
       ，当且仅当 2 2x  时，等号成立，

∴
16yx

x xy
  的最小值为 4 2 ，当且仅当 2 2x  ， 4y  成立．

2.【答案】32

【解析】∵

2 2( )( )
2 4

b a b ab a b      
 

，当且仅当 2a b 时，等号成立，

∴
2 2 2

2 2

64 64 4 642 32
( )

4

a a a
ab a b a


     


，当且仅当 4a  时，等号成立，

∴
2 64

( )
a

b a b



的最小值为32，当且仅当 4a  ， 2b  成立．

3. 【答案】
37
4

【解析】先减元 3 2 3x y z  ＝ 3 2 3(6 3 )x y x y    ＝ 3 23 3 453 ( )
2 4

x x y   

令 3( ) 3f x x x  ， 23 3 45( ) ( )
2 4

g y y   ，

2'( ) 3 3 3( 1)( 1)f x x x x     ， 0x  ，

( )f x 在（0,1）上递减，在（1，＋∞）上递增，

所以， min( )f x ＝f（1）＝－2
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当 y＝ 3 3
2

时， ( )g y 有最小值： min
45( )
4

g y 

所以 3 2 3x y z  的最小值为－2＋
45
4
＝

37
4

.

4.【答案】 2 1 ．

【解析】由正实数 x， y满足
x yxy
x y





，化为
1 1x yx y

xy y x


    ，

为求 x的最小值，将含“ x”项用“ y”的函数表示得：
1 1x yx y
x xy y


   

∵
1 12y y
y y
   （当且仅当 1y  ，“=”成立）

∴
1 2x
x

  ，解得 2 1x  ．

∴实数 x的最小值为 2 1 ．

5.【答案】 2

【解析】将已知条件 2 (2 ) 4a b a b  视为关于b的一元二次方程，利用解方程分离元来

实施减元.

由 2 (2 ) 4a b a b  解得
2 4= ab a
a


 

∴
2

2
2

4 4= 2aa b a
a a


    ，当且仅当 2a  时，取等.

6. 【答案】10

【提示】
4

)(
2

2 xyxyyxy  ，
3

2

12( ) 2f x x
x

  ，再利用导数知识解决.

7.【答案】22 + �2 2

【解析】由平方均值不等式得
�+� 2+ �+2 2

2
� �+� + �+2

2
，当且仅当 � 준 � + �时，“=”成

立

由
�b

�+2�
� �变形得

2
�
+ �

�
� �
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所以 � + � � � + � 2
�
+ �

�
준 � + 2�

�
+ �

�
� �+ 2 2，当且仅当 � 준 2�，即

� 준 2 + 2 ，� 준 � + 2时，“=”成立

将 � 준 2 + 2 ，� 준 � + 2代入得 � + � 2 + �+ 2 2 준 22 + �2 2.

所以 � + � 2 + �+ 2 2的最小值是 22 + �2 2．

专题 59 二元权方和不等式

【方法点拨】

已知 , , ,x y a b R ，则有：
 2
a ba b

x y x y


 


（当且仅当 : :x y a b 时，等号

成立）.

说明:

1.上式其实即为二元变量的权方和不等式，用于“知和求和型”求最值，其实质就是“1”

的代换.

2. 设 ,i ia b R ＋ ( 1, 2, ,i n  )，实数 0m  ，则

1
1

1

1

1

( )

( )

n
m

m in
i i

nm
mi i

i
i

a
a
b b
















，其中等号当

且仅当 1 2

1 2

n

n

aa a
b b b
    时成立.称之为权方和不等式.

我们称m为该不等式的权，权方和不等式的特征是分子的幂指数比分母的幂指数高 1
次.

【典型题示例】

例 1 （2022·江苏金陵中学·网课质检卷·13）已知 1x   ， 0y  且满足 2 1x y  ，

则
1 2

1x y



的最小值为________．

【答案】
9
2
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【分析】由 1x   知： 1 0x   ，为保证分母和为定值，对所求作适当的变形

1 2 1 4
1 1 2x y x y
  

  ，然后就可以使用权方和不等式了.

【解析】
 
 

2
1 41 2 1 4

1 1 2 1
9
22x y x y x y


    

   
（取等条件略）.

例 2 已知 2 0a b  ， 1a b  ，则
1 4
2a b b




的最小值为 .

【答案】14 4 6

【分析】由 2 0a b  知： 2 0, 0a b b   ，为保证分母和为定值，对所求作适当的变形

1 4 1 12
2 2 3a b b a b b

  
  ，然后就可以使用权方和不等式了.

【解析】

 
 

2
1 121 4 1 12 14 4 6

2 2 3 2 3a b b a b b a b b


     

    （等号成立条件，略，下同）.

例 3 如图，已知三角形 ABC 中，AB ＝1，AC ＝ 2 ，若点 M 为线段 BC 的

三等分点(靠近 B 点)，则 2 2
1 2

AM BC
  的最小值为 ．

【答案】
25
18

【解析】
2 1
3 3

AM AB AB 
  

，
2 8 8 cos

9 9
AM  


，
2

5 4cosBC  


2 2

9 1
1 2 1 2 8 2

8 8 55 4cos 1 coscos cos
9 9 4

AM BC   
    

  
 
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 

2
9 1
8 2 25

5 181 cos cos
4

 

 
 

  
    
 

.

例 4 已知 a＞0，b＞0，且
2 1 1

2 2a a b
 

 
，则a b 的最小值是 ．

【答案】
1 2
2


【解析】
 2

2 12 11
2 2 2 2 2a a b a b


  

   

当
2 1
2 2a a b


 
，即

12,
2

a b  ，  min

1 2
2

a b   ．

例 5 已知 x＞0，y＞0，且 1x y  则

2 2

2 1
x y
x y


 

的最小值是 ．

【答案】
1
4

【解析】
 22 2 1

2 1 3 4
x yx y

x y x y


  
   

当
2 1
x y

x y


 
，即

2 1,
3 3

x y  时，等号成立．

例 5 已知 x＞1，y＞1，则
2 2

1 1
x y
y x


 

的最小值是 ．

【答案】8

【解析】令 2 ( 0)x y t t   

   2 22 2 2 4 4 8
1 1 2

x y tx y t
y x x y t t

 
      

   

当

2 2

1 1

x y
x y
y x

  

   

，即 2, 2x y  ，两个等号同时成立．

例 6 已知 a＞0，b＞0，且 1a b  ，则
1

2 1
a

a b



的最小值是 ．
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【答案】
5
4

【解析】
 2 11 1 1 1 1 4 1

2 1 2 1 2 1 2 2 2
ba b

a b a b a b a b
 

       
   

 21 2 51
2 2 2 4a b


  

 

当
1 2

2 2 2a b



，即

2 1,
3 3

a b  ，
min

1 5
2 1 4

a
a b

    
．

例 7 已知 0ba， ，且
2

13212 
ba

ba ，则
ba
21

 的最大值与最小值之和为

A． 2 B．
2
9

C．
2

13
D．9

【答案】C

【分析】已知中两个式子 2a b 、
1 2
a b
 是“知和求和”的典型结构特征，而后者又是待

求的，故可考虑换元法，设
1 2 t
a b
  ，用“1的代换”或权方和不等式，消去 2a b ，化

等式为不等式，从而构造出关于 t的一元二次不等式，求出其解集.

【解析】设
1 2 t
a b
  （ 0t  ）

由权方和不等式得
1 4 9 92 1 2 1 2a b

t
a b a b

    


，

代入已知得
1 2 13 92

2
a b t

a b t
     

整理得
22 13 18 0t t   ，解之得

92
2

t 

即
2
9212 

ba
，当且仅当

a
b

b
a 22
 时，即

3
2

 ba 或
3
2

a b  时取等号

所以最大值与最小值之和为
2

13
．
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【巩固训练】

1.已知 x＞1，y＞1，xy＝10，则
1 4

lg lgx y
 的最小值是 ．

2. 已知正数 ,x y满足 2 2x y  ，则
8x y
xy


的最小值为 .

3. 已知  0,3x ，则
2 8 1

3 2
xy
x x


 


的最小值为 .

4.已知正实数 x，y满足 x+y＝xy，则
1 9+

1 1
y

x y 
的最小值是 ．

【答案与提示】

1.【答案】9
【解析】∵x＞1，y＞1，xy＝10，

∴ lg lg 1x y  ，且 lg 0, lg 0x y 

∴
 2
1 41 4 9

lg lg lg lgx y x y


  


，当且仅当

1
310x  时取“＝”．

2.【答案】9

【解析】
 2

8 28 8 1 8 2 9
2 2

x y
xy x y x y x y


     



当且仅当
4 1,
3 3

x y  ，等号成立.

3.【答案】
7
2

【解析】
 

 

2
4 12 8 1 2 1 4 1 72 2 2

3 2 3 2 6 2 2 6 2 2 2
xy
x x x x x x x x


          

    

当且仅当 1x  时,等号成立.

4.【答案】15
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【解析】x+y＝xy可化为
1 1+ 1
x y

 ，

 2
1 91 9 9 1 9+ + 1 + 1 1 151 1 1 11 1 1 1 1 1 (1 ) (1 )

y x y
x y x y

x y x y


      

        

专题 60 两招玩转多面体的外接球

【方法点拨】

解决多面体的外接球问题的关键是“定心”，常用方法有两种：

（1）“补体法”：对于符合特殊条件的四面体补形为长方体解决，常见的有下列两种类型.

类型一：墙角模型（三条线两个垂直，补形为长方体，其体对角线的中点即球心）

方法：找三条两两垂直的线段，直接用公式 2222)2( cbaR  ，即 2222 cbaR  ，

求出 R .

类型二：对棱相等模型（补形为长方体）

如下图，三棱锥（即四面体）中，已知三组对棱分别相等，求外接球半径（ CDAB  ，

BCAD  ， BDAC  ）
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第一步：画出一个长方体，标出三组互为异面直线的对棱；

第二步：设出长方体的长宽高分别为 cba ,, ， xBCAD  ， yCDAB  ， zBDAC  ，

列方程组，















222

222

222

zac
ycb
xba


2

)2(
222

2222 zyxcbaR 
 ，

补充： abcabcabcV BCDA 3
14

6
1



第三步：根据墙角模型，
2

2
222

222 zyxcbaR 
 ，

8

222
2 zyxR 
 ，

8

222 zyxR 
 ，求出 R .

（2）“窜心法”：多面体的外接球心问题，可转化为其某两个侧面三角形外接圆的垂线来

解决，即球心就是分别过两个侧面三角形外接圆的圆心且垂直于该平面的直线的交点（即将

三角形外接圆的圆心，垂直上蹿下跳）.
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第一步：先画出如图所示的图形，将 BCD 画在小圆上，找出 BCD 和 BDA 的外心 1H

和 2H ；

第二步：过 1H 和 2H 分别作平面 BCD和平面 BDA 的垂线，两垂线的交点即为球心O，连

接 OCOE, ；

第三步：解 1OEH ，算出 1OH ，在 1OCHRt 中，勾股定理： 22
1

2
1 OCCHOH  .

说明：

解法二是通法，具体解题过程中，常常涉及复杂的线面位置关系的论证、多次解三角形

等，有一定的难度.

【典型题示例】

例 1 (2021·全国)已知三棱锥 P -ABC的四个顶点在球 O的球面上，PA＝PB＝PC，△ABC

是边长为 2 的正三角形，E，F分别是 PA，AB的中点，∠CEF＝90°，则球 O的体积为( )

A．8 6π B．4 6π

C．2 6π D． 6π

【答案】D

【解析】因为点 E，F分别为 PA，AB的中点，所以 EF∥PB，

因为∠CEF＝90°，所以 EF⊥CE，所以 PB⊥CE.

取 AC的中点 D，连接 BD，PD，易证 AC⊥平面 BDP，

所以 PB⊥AC，又 AC∩CE＝C，AC，CE⊂平面 PAC，所以 PB⊥平面 PAC，

所以 PB⊥PA，PB⊥PC，因为 PA＝PB＝PC，△ABC为正三角形，

所以 PA⊥PC，即 PA，PB，PC两两垂直，将三棱锥 P -ABC放在正方体中如图所示．因

为 AB＝2，所以该正方体的棱长为 2，所以该正方体的体对角线长为 6，所以三棱锥 P -ABC

的外接球的半径 R＝ 6
2
，所以球 O的体积 V＝4

3
πR3＝

4
3

π×( 6
2

)3＝ 6π.故选 D.
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例 2 在边长为 2 3 的菱形 ABCD 中， 60A   ，沿对角线 BD折起，使二面角

A BD C  的大小为 120°，这时点 A，B，C，D 在同一个球面上，则该球的表面积为

____________.

【答案】 28

【解析】设 ABD 和 BCD 的外心 1O 和 2O ，过 1O 和 2O 分别作平面 ABD和平面BCD的

垂线，两垂线的交点即为球心O（两垂线共面的证明，此处从略），连接OA即为所求球的

半径

易知二面角 A BD C  的平面角为 AEC （证明从略），故 120AEC  ，

因为 1O 是 ABD 的外心，所以
3 2 3 3

2
AE CE    ， 1 1O E  ， 1 2O A 

在 1Rt OOE ， 1 1O E  ， 1 60OEO  ，所以 1 3OO  ，

在 1Rt AOO ，
22 2 2 2

1 1 3 2 7OA OO O A    

∴四面体的外接球的表面积为
24 28R  .

例 3 在三棱锥 ABCP  中， 5 BCPA ， 17 ACPB ， 10 ABPC ，则

该三棱锥外接球的表面积为_________；外接球体积为_________．

【答案】
3
261326 ，

【解析】由题意，该三棱锥的对棱相等，可知该三棱锥可置于一个长方体中，记该长方体的
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棱 长 为 cba ，， ， 所 以















25
17
10

22

22

22

cb
ca
ba

， 即 431  cba ，， ， 所 以

2
26

2
2591




r ，由此可得，

3
2613

3
4264 32   rVrS ， ．

例 4 已知三棱锥 P－ABC的所有顶点都在球 O的球面上，△ABC满足 AB

＝2 2，∠ACB＝90°，PA为球 O的直径且 PA＝4，则点 P到底面 ABC的距离为

( )

A. 2 B.2 2 C. 3 D.2 3

【答案】 B

【解析】 取 AB的中点 O1，连接 OO1，

如图，

在△ABC中，AB＝2 2，∠ACB＝90°，

所以△ABC所在小圆圆 O1 是以 AB为直径的圆，

所以 O1A＝ 2，且 OO1⊥AO1，

又球 O的直径 PA＝4，所以 OA＝2，

所以 OO1＝ OA2－O1A2＝ 2，且 OO1⊥底面 ABC，

所以点 P到平面 ABC的距离为 2OO1＝2 2.
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【巩固训练】

1.在三棱锥D ABC 中，平面 ACD⊥平面 ABC，AB⊥AC，且 AC＝CD＝DA＝3，AB＝ 3，

则三棱锥 A BCD 的外接球的表面积为（ ）．

A．
15 π
4

B．15π C．
3 π
2

D． 6π

2.如下图，在四棱锥 P ABCD 中，已知 PA 底面 , ,ABCD AB BC AD CD  ，且

120 , 2BAD PA AB AD      ，则该四棱锥外接球的表面积为（ ）

A．8π B． 20π C． 20 5π D．
20 5 π

3

3.三棱锥 ABCP  中，平面 PAC 平面 ABC，△PAC 和△ ABC均为边长为 2 的正三角

形，则三棱锥 ABCP  外接球的半径为 .

4.如图所示三棱锥 A BCD ，其中 5, 6, 7,AB CD AC BD AD BC      则该三棱

锥外接球的表面积为 .

5.正四面体的各条棱长都为 2 ，则该正面体外接球的体积为 .

6. 在三棱锥 P ABC 中， PAB 是边长为 3的等边三角形，AC BC ， 90ACB  ，二面

角 P AB C  的大小为120，则三棱锥 P ABC 外接球的表面积为 ．

7. 已知在四棱锥 S－ABCD中，SD⊥底面 ABCD，且底面 ABCD是等腰梯形，BC//AD，若

SD＝AD＝8，BC＝6，AB＝CD＝ 2，则四棱锥 S－ABCD的体积为 ；它的外接球
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的半径为 ．(第一空 2 分，第二空 3 分)

8.在三棱锥 BCDA 中， ,4,3,2  BDACBCADCDAB 则三棱锥 BCDA

外接球的表面积为 .

9.(多选题)在正六棱锥P ABCDEF 中，已知底面边长为1，侧棱长为2 ，则

A． AB PD B．共有4条棱所在的直线与 AB是异面直线

C．该正六棱锥的内切球的半径为 15 3
4


D．该正六棱锥的外接球的表面积为16
3
π

【答案或提示】

1. 【答案】B

甲 乙 丙

【解析】∵AB⊥AC ∴△ABC外接圆的圆心为 BC中点，

∴ A BCD 外接球的球心在过 BC中点且垂直于△ABC所在平面的直线上

如上图（乙）中，设 BC中点为 O1，球心为 O，同理，设△ADC外接圆的圆心为 O2

则 OO2= O1E= 3
2
，

在△OO2D中，O2D= 3，所以 OD2= O1E2+ O2D2=��
�

所以三棱锥 A BCD 的外接球的表面积为 15

2. 【答案】B

【解析】四边形 ABCD的外接圆的直径 4AC  ，故四棱锥外接球的球心在过 AC的中点

且垂直于平面 ABCD的直线上，
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又因为 P A、 两点在球面上，故其球心在过 PA中点且垂直于 PA的垂面上，

所以球心即为 PC中点（ PAC 的外接圆即为大圆），

故 =2 5PC ，四棱锥外接球的表面积为20π .

3.【答案】
15
3

【 解 析 一 】
3

4
60sin
222 21  rr ，

3
2

21  rr ，

3
1

2 HO ，

3
5

3
4

3
12

1
2

2
2  rHOR ，

3
15

R .

【解析二】
3

1
2 HO ，

3
1

1 HO ， 1AH ，

3
52

1
2

1
222  OOHOAHAOR ，

3
15

R .

4.【答案】55

【解析】同例 2，设补形为长方体，三个长度为三对面的对角线长，设长宽高分别为 cba ,, ，

110493625)(2 222  cba ， 55222  cba ， 554 2 R ， 55S .

5.【答案】
3

2


【解析】这是对棱相等的特殊情况放入长方体中， 32 R ，

2
3

R ， 
2
3

8
33

3
4

V .

6.【答案】13

【解析】取 AB的中点M ，连接 PM 、CM ，

因为 PAB 是等边三角形，
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所以 PM AB ，又因 AC BC ，所以CM AB ，

所以 PMC 即为二面角 P AB C  的平面角，即 120PMC  ，

因为 PAB 是等边三角形，

所以 PAB 的外接圆圆心即为三角形的重心 1O ，

过 1O 作 1l 平面 PAB，而M 为 ABC 的外接圆圆心，过M 作 2l 平面 ABC，

所以 1l 与 2l 的交点即为三棱锥 P ABC 外接球的球心O，

作平面 PMC截面图，

则 2 2 3 3( )
2 2
ABPM AP   ， 1

1 3 3 3
3 2 2

OM    ， 1
3 3 3

3
O P    ，

而 90 30PMO PMC      ，则 1 1
1tan 30
2

OO OM    ，

所以 2 2
1 1

13
2

r OP O P OO    ，

所以三棱锥 P ABC 外接球的表面积为 24 13r  ．

7.【答案】
56
3

； 41

【提示】球心 O在 SD的中垂面上，所以 O到底面的距离 d＝4，设底面 ABCD的圆心为 H，

半径为 r，则
2 2 2 23 4 1r r    ，解得 5r  ，所以外接球的半径为

2 25 4 41R    ．

8.【答案】 
2

29

【解析】如“方法点拨类型二”图，设补形为长方体，三个长度为三对面的对角线长，

设长宽高分别为 cba ,, ，则 922  ba ， 422  cb ， 1622  ac

 291649)(2 222  cba ， 291649)(2 222  cba ，
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2
29222  cba ，

2
294 2 R ， 

2
29

S .

9.【答案】BCD

【解析】设底面中心为O，PO 平面 ABCDEF ， PO AB  .

若PD AB ，则 AB 平面POD，则 AB OD ，即 AB AD 矛盾，A 错.

AB与 , , ,PC PD PE PF 异面，B 对.

对于 C，可用几何法.

设四棱锥内切球球心为 1O ， 1O 一定在PO上，图中 3
2

OM  ，

15
2

PM  ， 3PO  ，取 AB中点M，连接 ,PM OM，

过 1O 作 1O H PM 于点H， 1OH 平面PAB

只需 1 1O H OO r  ，由
1

3
3 15

2 2

r rPO H PMO 
 △ ∽△
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内切球球半径 15 3
4

r 
 ，C 正确.

设内切圆半径为 r，取 AB中点Q， 2PA PB  ，
1
2

BQ  ， 1 154
4 2

PQ    ，

Δ
1 15 151
2 2 4PABS     ， 3 15

2
S 
侧

，
1 3 3 36 1 1
2 2 2

S      
底

.

Rt POQ△ 中， 2 2 15 3 3
4 4

PO PQ OQ     ，

1 3 3 1 3 15 3 33
3 2 3 2 2

r
 

      
 

，
15 3

4
r 

  .

设外接球半径为R，则
2 2( 3 ) 1R R   ，

2
3

R  ，

2 164
3

S πR π  ，D 对，选 BCD.

专题 61 利用展开图求空间距离最值

【方法点拨】

遇到求空间两点间距离的最小值或空间两条线段和的最小值问题，利用降维的思想，

应考虑将线段所在平面展开至同一平面内或将侧面展开，将空间问题转化为平面内两点间距

离最小问题.

【典型题示例】

例 1 如图，在正三棱锥 P－ABC中，侧棱长为 2 2，底面边长为 4，D为 AC中点，E为

AB中点，M是线段 PD上的动点，N是平面 PCE上的动点，则 AM＋MN最小值是 .

P

C

A

B

E
D

M
N
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【答案】 3＋1

【分析】由于 M、N都是动点，A是定点，可将△PAD沿 PD折起，使其所在平面与平面

PCE垂直，则求 AM＋MN最小值问题即转化为求点 A到平面 PCE距离的问题.也可将过 PD

且垂直于平面 PCE的△POD折至与面 PDA共面，则求 AM＋MN最小值问题即转化为点 A

到直线 PO'距离的问题（即解析所给解法）.

【解析】CB中点 F,连接 DF交 CE于点 O,

易证得 DO⊥面 PCE，要求 AM＋MN最小，即求 MN最小，

可得 MN⊥PCE，又可证明 MN//DF，再把平面 POD绕 PD旋转，与面 PDA共面，如下图

又可证得∠POD＝90°．

∵PD＝1
2
AC，DO＝1

2
DF＝1

2
×1

2
AB＝1

4
AB＝1，

∴sin∠OPD＝OD
PD

＝
1
2
，即∠OPD＝30°，

∴∠APN'＝45°＋30°＝75°，可得 sin75°＝
6＋ 2

4
，

(AM＋MN)min＝AN'＝PA·sin75°＝ 3＋1．

例 2 如图所示，圆台母线 AB长为 20 cm，上、下底面半径分别为 5 cm 和 10 cm，从母

线 AB的中点 M拉一条绳子绕圆台侧面转到 B点，则这条绳长的最小值为 cm．

【答案】50
【解析】作出圆台的轴截面与侧面展开图，如图所示，
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如图 1，由其轴截面中 Rt△OPA与 Rt△OQB相似，得
OA

OA＋AB
＝

5
10

，可求得 OA＝20 cm.

如图 2，设∠BOB′＝α，由于扇形弧BB的长与底面圆 Q的周长相等，而底面圆 Q的周长

为 2π×10 cm.扇形 OBB′的半径为 OA＋AB＝20＋20＝40 cm，

扇形 OBB′所在圆的周长为 2π×40＝80π cm.

所以扇形弧BB的长度 20π为所在圆周长的
1
4

.

所以 OB⊥OB′.所以在 Rt△B′OM中，B′M2＝402＋302，

所以 B′M＝50 cm，即所求绳长的最小值为 50 cm.

例 3 如图，在正方体 ABCD－A1B1C1D1 中，AB=1，E为棱 AB的中点．一个点从 E出

发在正方体的表面上依次经过棱 BB1、B1C1、C1D1、D1D、DA上的点，又回到 E，则整个线

路的最小值为 .

【答案】3 2

【解析】如图，将正方体六个面展开，从图中 E 到 E，
两点之间线段最短，而且依次经过棱 BB1、B1C1、C1D1、D1D、DA 上的中点，所求的最小

值为3 2 .

A
B

C
D

A1 B1

C1D1

E

 

F

 

FE
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A B

C
D

A1 B1

C1D1

P

【巩固训练】

1.如图，已知正三棱柱 ABC—A1B1C1 的底面边长为 2 cm，高为 5 cm，则一质点自点 A出发，

沿着三棱柱的侧面绕行两周到达点 A1 的最短路线的长为______ cm.

2.三棱锥 S－ABC中，SA＝SB＝SC＝1，∠ASB＝∠BSC＝∠CSA＝30°，M和 N分别是棱 SB
和 SC上的点，则△AMN周长的最小值为 ．

3. 如下图所示，在单位正方体 1111 DCBAABCD  的面对角线 A1B 上存在一点 P 使得

PDAP 1 最短，则 PDAP 1 的最小值为 .

4.如图，有一圆柱形的开口容器（下表面密封），过圆柱上下底面中心的平面截圆柱侧面得

边长为 2 的正方形 ABCD，P是 BC 的中点，现有一只蚂蚁位于外壁 A处，内壁 P处有一米

粒，则这只蚂蚁取得米粒所经过的最短路程为 ．
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5.如图所示，在直三棱柱 ABC-A1B1C1中，AB＝BC＝ 2，BB1＝2，∠ABC＝90°，E，F分别

为 AA1，C1B1 的中点，则沿棱柱的表面从点 E到点 F的最短路径为 ．

【答案或提示】

1.【答案】13

【提示】将侧面二次展开，得到长、宽各为 12cm、5 cm 的矩形，其对角线即为所求．

2.【答案】 2

【解析】如下图，将三棱锥 S－ABC的侧面沿 SA 展开，显然，共线时最短.

3. 【答案】 2 2

【解析】右下图左，将△ABA1 沿 A1B 折起，使之与平面 A1D1CB 共面，当 A、P、D1共线

时，AP+D1P 取得最小值，在△AA1D1利用余弦定理易得 1 2 2AD   .

S

M C

BA

A

N

http://www.zizzs.com


专注中学拔尖人才培养

188 官方微信公众号：zizzsw 咨询热线：010-5601 9830

官方网站：www.zizzs.com 客服老师微信：zizzs2018

学科网（北京）股份有限公司

188

4.【答案】
2 9 

【提示】如上图右，AB=，P、Q关于直线 CD对称，PQ＝，由勾股定理立得

5.【答案】
3 2

2

【解析】若将△A1B1C1 沿 A1B1 折起，使得 E，F 在同一平面内，则此时 EF＝ 7
2
＋ 2.若

将侧面沿 B1B 展成平面，则此时 EF＝ 11
2

.若将△A1B1C1 沿 A1C1 折起使得 E，F 在同一平

面内，则此时 EF＝3 2
2

.经比较知沿棱柱的表面从点 E 到点 F 的最短路径为
3 2

2
.

专题 62 割补法与等积变换求解体积问题

【方法点拨】

1. 利用等积变换求解三棱锥的体积问题，归根结底就是“换顶点（或换底面）”，换顶点

的常用方法有二.一是直接换，即从四个顶点选择一个点作为顶点，选择的基本原则是

点面距易求，如出现线面垂直等；二是利用线面平行更换顶点，由于该直线上任意一点

到平面的距离均相等，换完后依然是便于求出点面距.当然，有时还会遇到利用与平面

相交的直线上的点换顶点等不一而足.

2. 利用求体积可以求点面距，其数学方法是“算两次”.

【典型题示例】

例 1 在正方体 �th�− ��t�h���中，动点 E在棱 tt�上，动点 F在线段��h�上，O为底

面 ABCD的中心，若 tt 준 냐，��� 준 �，则四面体 � − �t�的体积� �

A1
P

A

B

CD1
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A. 与 x，y都有关 B. 与 x，y都无关

C. 与 x有关，与 y无关 D. 与 y有关，与 x无关

【答案】B
【分析】利用线面平行换顶点，化动为静.

【解析】易知， 1 1AC 平面 AOE，故四面体O AEF 即四面体 F AOE 与四面体 1A AOE

同底等高，即
1

=O AEF A AOEV V 四面体 四面体

同理， 1BB 平面 1AAO，故四面体 1A AOE 即四面体 1E AAO 与四面体 1B AAO 同底等高，

即
1 1

=A AOE B AAOV V 四面体 四面体

所以
1 1

= =O AEF BB AAO O AAV V V  四面体 四面体 四面体
，故与 x，y都无关.

例 2 如图所示，在多面体 ABCDEF 中，已知四边形 ABCD是边长为1的正方形，且

ADE 、 BCF 均为正三角形， / /EF AB， 2EF  ，则该多面体的体积为（ ）

A．
2

3
B． 3

3
C．

2
3

D．
4
3

【答案】A

【分析】将物体切割成一个三棱柱，两个三棱锥分别计算体积.

【解析】在 EF 上取点 ,M N使
1
2

EM FN  ，连接 , , ,AM DM BN CN ，

ABCD是边长为 1 的正方形，且 ADE 、 BCF△ 均为正三角形， EF AB∥ ，
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所以四边形 ABFE为等腰梯形， 2EF  ， 1MN  ，

根据等腰梯形性质， , , ,AM EF DM EF BN EF CN EF    ，

,AM DM 是平面 AMD内两条相交直线， ,BN CN 是平面BNC内两条相交直线，

所以 EF 平面 AMD， EF 平面 BNC，

3
2

MA MD NB NC    ，

几何体体积为 2 E AMD AMD BNCV V V  

2 22 21 1 3 1 1 1 3 1 21 2 1 1
3 2 2 2 2 2 2 2 3

                                 
，

故选：A

例 3 如图，在长方体 1 1 1 1ABCD ABCD 中， 3cmAB AD  ， 1 2cmAA  ，则四棱锥

DDBBA 11 的体积为 cm3.

【答案】
36cm
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【解析】如图所示，连结 AC交 BD 于点O，

因为 平面 DDBBABCD 11 ，又因为 BDAC  ，所以， DDBBAC 11平面 ，

所以四棱锥 DDBBA 11 的高为 AO，

根据题意 3cmAB AD  ，所以
2

23
AO ，

又因为 3 2cmBD  ， 1 2cmAA  ，故矩形 DDBB 11 的面积为
26 2cm ，

从而四棱锥 DDBBA 11 的体积
31 3 26 2 6cm

3 2
V     .

例 4 如下图，四棱锥 ABCDP  中， PD 平面 ABCD， ,2,1  ABBCDCPD

 90,// BCDDCAB ，则点 A到平面 PBC的距离为 .[

来源

【答案】 .2

【分析】先证明 BCPC  ，而所求点 A到平面 PBC的距离，需利用“算两次”，求出三

棱锥 ABCP  的体积即可.

【解析】因为 PD 平面 ABCD , BC 平面 ABCD ,

所以 BCPD  .由
90BCD ,得 .DCBC 

又 DDCPD  , PD 平面 PCD , DC 平面 PCD ,所以 BC 平面 PCD ,

因为 PC 平面 PCD ,所以 BCPC  .

连结 AC .设点 A到平面PBC的距离为 h .

因为 DCAB // ,
90BCD ,所以 .90ABC 从而由 1,2  BCAB ,

得 ABC 的面积 1ABCS .由 PD 平面 ABCD及 1PD ,得三棱锥 ABCP 
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的体积   3
1

3
1 PDSV ABC 因为 PD 平面 DCABCD, 平面 ABCD ,

所以 DCPD  ,又 1 DCPD ,所以 222  DCPDPC

由 BCPC  , 1BC ,得 PBC 的面积 2
2

PBCS ,

由 hSV PBC
3
1

3
1

2
2.

3
1

 h ,得 .2h

因此．点 A到平面PBC的距离为 .2

【巩固训练】

1.如下图，在长方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， AB  3 cm， AD  2 cm， 1AA  1 cm，则三棱锥

1 1B ABD 的体积为 cm3

2.如图，在正方体 1 1 1 1ABCD A BC D 中， 2cmAB  ，E 为 1 1C D 的中点，则三棱锥 1E A BC

的体积为 cm3．

A

A1

B
不

C
不

B1
不

C1
不

D1

不

D
不
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BA

CD

1B1A

1C1D

E

F

3.如图，已知正四棱柱 1 1 1 1ABCD A BC D 的体积为 36，点 E， F 分别为棱 1B B， 1C C 上的点

（异于端点），且 //EF BC，则四棱锥 1A AEFD 的体积为 ．

4．如图，三棱锥 BCDA  中，E是 AC中点，F 在 AD上，且 FDAF 2 ，若三棱锥 BEFA 
的体积是 2，则四棱锥 ECDFB  的体积为 ．

5.如图，正三棱柱 ABC—A1B1C1中，AB＝4，AA1＝6．若 E ，F分别是棱 BB1，CC1上的点，

则三棱锥 A—A1EF的体积是 ．

A B

C

A1 B1

F

C1

E
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6.如图，在三棱柱 ABCCBA 111 中， FED ，， 分别是 1AAACAB ，， 的中点，设三棱

锥 ADEF  的体积为 1V ，三棱柱 ABCCBA 111 的体积为 2V ，则 21 :VV ．

7.在直三棱柱 1 1 1  ABC ABC 中， 1AB  ， 2BC  ， 3AC  ， 1 1AA  .则 1 B 到面 1  ABC

的距离为 .

【答案或提示】

1.【答案】1

【提示】直接使用等体积法.

2.【答案】
2
3

【提示】直接使用等体积法.

3.【答案】12

【解析一】特殊位置法，转化为求四棱锥 1A ABCD 的体积；

【 解 析 二 】 连 接 DE ， 则 三 菱 锥 1A ADE 与 三 菱 锥 1A DEF 体 积 相 等 ， 所 以

A
B

C

1A

D
E

F

1B
1C
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1 1 1
2 =2A AEFD A ADE E A ADV V V   ，因为

1 1 1 1 1

1= 6E A AD ABCD A B C DV V  ，所以
1

12A AEFDV   .

【解析三】补体，如右图.

4．【答案】10
【解析】补体，转化为三菱锥 BEFA  与三棱锥 BCDA  的体积比，实施等积变换.

A BEF B AEF AEF

A BCD B ACD ACD

V V S
V V S

 

 

  



，

因为

1
sin 12

1 6sin
2

AEF

ACD

AE AF AS
S AC AD A

 
 

 





，V =
总

6 12A BEFV   ，

则四棱锥 B ECDF 的体积为 10.

5.【答案】 38

【提示】直接使用等体积法.

6. 【答案】1：24

【解析】三棱锥 ADEF  与三棱锥 ABCA 1 的相似比为 1：2，故体积之比为 1：8．

又因三棱锥 ABCA 1 与三棱柱 ABCCBA 111 的体积之比为 1：3．所以，三棱锥 ADEF 

与三棱柱 ABCCBA 111 的体积之比为 1：24．

7.【答案】
21
7

.

【解析】因为三棱锥 1 C A AB 与三棱锥 1 1  C A BB 的底面积相等  1 1 1A AB A B BS S  ，

高也相等（点 C到平面 1 1  ABB A 的距离）；
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所以三棱锥 1  C A AB 与三棱锥 1 1  C AB B 的体积相等.

又
1 1 1

1 1 3 31
3 3 2 6C A AB A ABC ABCV V S AA       ，

所以
1 1 1 1

3
6C A B B B A BCV V   .

设 1  B 到面 1  A BC 的距离为 H，

则
11 1

1 3
3 6B A BC A BCV S H   ，解得

21
7

H  .

专题 63 几何体的内切球

【方法点拨】

1.“切”的问题处理规律：

(1)找准切点，通过作过球心的截面来解决．

(2)体积分割是求内切球半径的常用方法．

2.多面体的内切球的半径，运用“等体积法”也是常用思路.

【典型题示例】

例 1 （2022·江苏南京、盐城·二检）某中学开展劳动实习，学生需测量某零件中圆弧

的半径．如图，将三个半径为 20cm 的小球放在圆弧上，使它们与圆弧都相切，左、右两个

小球与中间小球相切．利用“十”字尺测得小球的高度差 h 为 8cm，则圆弧的半径为

cm．
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【答案】120

【解法一】由题意可知，BC＝8，AB＝12，AO＝8，

设圆弧的半径为 r，可得 cos∠AOO1＝
AO
OO1

＝
8

40
＝

1
5
＝cos∠MOO1，

则在△MOO1中，由余弦定理可得，(r－20)2＝(r－20)2＋402－2(r－20)401
5
，

解得 r＝120．

【解法二】由题意可知，BC＝8，AB＝12，AO＝8，

设圆弧的半径为 r，可得 cos∠AOO1＝
AO
OO1

＝
NO
MO

＝
8
40
＝

1
5
，

即
1
5
＝

20
MO

，解得 MO＝100，则 r＝MO＋20＝120．

例 2 （2022·全国高中数学联赛江苏苏州选拔赛）已知半径为 2的半球面碗中装有四

个半径均为 r的小球，碗壁和球的表面都是光滑的，且每个小球均与碗口平面相切，则 r

的值为__________.

【答案】 3 1

【分析】先从碗口垂直方向分析四个球中，求得对角球心间的距离，再根据对角球与半球的

切点在同一过球心的平面上，根据几何关系列式求解即可.

【解析】由题意，两个对角球心 ,A B 间的距离为    2 22 2 2 2r r r  ，根据球的性质

可得球 ,A B与半球碗的切点 ,P Q在同一过球心O的截面上，且 , ,O A P三点共线， , ,O B Q

三点共线，作 ,AC BD分别垂直于碗的水平线，则  22 2 3OA r r r   ，又球的半
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径为 2，且OA AP OP  ，故 3 2r r  ，即
2 3 1

3 1
r   



故答案为： 3 1 .

例 3 已知一个棱长为a的正方体木块可以在一个圆锥形容器内任意转动，若

圆锥的底面半径为2，母线长为4，则a的最大值为__________.

【答案】
4
3

【解法一】设圆锥的内切球与PM 切于 A点，内切球球心为O，

连接OA， 2 3PQ  ，设内切球半径为 r，

由
2 3 2 3

2 4 3
r rPOA PMQ r

   △ ∽△

3 2 3 4
2 3 3
a a   ，

a 的最大值为
4
3
.
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【解法二】设圆锥内切球半径为R，
2 3

3
R 

正方体外接球半径为
3
2
a
，

3 2 3
2 3
a

  ，
4
3

a  .

a 的最大值为
4
3
.

例 4 已知圆锥的底面半径为 1，母线长为 3，则该圆锥内半径最大的球的体积为________．

【答案】
2

3
π

【解析】 易知半径最大的球即为该圆锥的内切球．

圆锥及其内切球 O 如 图所示，

设内切球的半径为 R，则 sin ∠BPE＝ R
OP

＝
BE
PB

＝
1
3
，所以 OP＝3R，

所以 PE＝4R＝ PB2－BE2＝ 32－12＝2 2，

所以 R＝ 2
2
，所以内切球的体积 V＝4

3
πR3＝

2
3

π，

即该圆锥内半径最大的球的体积为
2

3
π.

例 5 正四面体 ABCD的棱长为 a，O是棱 AB的中点，以O为球心的球面与平面 BCD

的交线和CD相切，则球O的体积是（ ）

A. 31
6
a B. 32

6
a C. 33

6
a D. 32

3
a

【答案】D

【分析】设点A 在平面 BCD内的射影为点 E，则 E为 BCD△ 的中心，取CD的中点M ，
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连接 BM ，则 E BM ，取线段 BE 的中点 F ，连接OF ，分析可知以O为球心的球面与平

面 BCD的交线和CD相切的切点为M ，求出OM ，即为球O的半径，再利用球体的体积

公式可求得结果.

【解析】设点A 在平面 BCD内的射影为点 E，则 E为 BCD△ 的中心，

取CD的中点M ，连接 BM ，则 E BM ，取线段 BE 的中点 F ，连接OF ，

因为O、 F 分别为 AB、 BE 的中点，则 //OF AE且
1
2

OF AE ，

因为 AE⊥平面 BCD，则OF 平面 BCD，因为 BE 平面 BCD，则 AE BE ，

正 BCD△ 的外接圆半径为

3
32sin

3

aBE a


 
， 2 2 6

3
AE AB BE a    ，

所以，
1 6
2 6

OF AE a  ，

易知球O被平面 BCD所截的截面圆圆心为点 F ，且 BF EF EM  ，故

3
3

FM BE a  ，

因为 BCD△ 为等边三角形，M 为CD的中点，则 BM CD ，

因为以O为球心的球面与平面 BCD的交线和CD相切，则切点为点M ，

则球O的半径为 2 2 2
2

OM OF FM a   ，

因此，球O的体积是

3

34 2 2
3 2 3

V a a 
 

    
 

.

故选：D.
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【巩固训练】

1．在四棱锥 P -ABCD中，底面 ABCD是边长为 2a的正方形，PD⊥底面 ABCD，且 PD＝

2a.若在这个四棱锥内放一球，则此球的最大半径为________．

2.在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 内容纳 9 个等球，8 个角各放 1 个， 中间放 1

个，则这些等球的最大半径为 ．

3.已知一个平放的各棱长为 4 的三棱锥内有一个小球 O(重量忽略不计)，现从该三棱锥顶端

向内注水，小球慢慢上浮，若注入的水的体积是该三棱锥体积的
7
8
时，小球与该三棱锥的各

侧面均相切(与水面也相切)，则小球的表面积等于( )

A.7π
6

B.4π
3

C.2π
3

D.π
2

4.半径为 R的球内部装有四个相同半径 r的小球，则 r的最大值为（ ）.

A.
3

2+ 3
R B.

2
2+ 6

R C.
1

1+ 3
R D.

5
2+ 5

R

5.如图，在底面边长为 2，高为3的正四棱柱中，大球与该正四棱柱的五个面均相切，小球

在大球上方且与该正四棱柱的三个面相切，也与大球相切，则小球的半径为___________．

6.球 O与棱长为 2 的正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 的各个面都相切，点 M为棱 1DD 的中点，则

平面 ACM截球 O所得的截面圆与球心 O所构成的圆锥的体积为______．

7.我国古代数学名著《九章算术》中将正四棱锥称为方锥.已知某方锥各棱长均为 2，则其内

切球的体积为______.

8.正三棱柱有一个半径为 3cm 的内切球，则此棱柱的体积是（ ）.

A． 39 3cm B． 354cm C． 327cm D． 318 3cm
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【答案或提示】

1.【答案】(2－ 2)a

【解析】由题意知，当球与四棱锥各面均相切，即内切于四棱锥时球的半径最大．作出过球

心的截面图，如图所示．易知球的半径 r＝(2－ 2)a.

2.【答案】
2 3 3

2


【解析】当球半径最大时，8 个角上的球必与正方体的三个面相切，切点在各面的对角线上，

球心都在正方体的体对角面上

作轴截面 1 1AAC C ，设球半径为 r，则 1 2 3 4AC r r  ，而 1 3AC 

故
2 3 3

2
r 
 .

3.【答案】 C

【解析】 当注入水的体积是该三棱锥体积的
7
8
时，设水面上方的小三棱锥的棱长为 x(各棱

A B

C

C
1

B
1

D
1

A
1 0

A

A
1

C
1

C
O

1

M
r

O
2

O
3
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长都相等).

依题意，

x
4

3

＝
1
8
，得 x＝2，易得小三棱锥的高为

2 6
3

.

设小球半径为 r，则
1
3
S 底面·2 6

3
＝4×1

3
S 底面·r(S 底面为小三棱锥的底面积)，得 r＝ 6

6
.

故小球的表面积 S＝4πr2＝
2π
3

.

4.【答案】B

5.【答案】
5 15

2
 .

【分析】设出小球半径，结合图形，利用已知条件，根据勾股定理，即可求出答案.

【解析】易知大球的半径为 1R  ，设小球的半径为 r，C为小球球心，O为大球球心，

大球与正四棱柱的下底面相切与点 H ，小球与正四棱柱的上底面相切与点 E ，连接

,HN EM ，作CD OD 于点D，如图，

由题意可知， 2HN  , 2EM r ，

所以 2 2OD HN EM r    ， 3 1 2CD r r     ,

因为两圆相切，所以 1CO r  ，

因为 OCD 为直角三角形，所以      22 21 2 2 2r r r     ，

即 22 10 5 0r r   ，

又因为  0,1r ，所以

10 100 40 5 15
4 2

r   
  .

故答案为：
5 15

2
 .
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6.【答案】
6

27


【分析】由球心 O为正方体的中心，连接 BD与 AC交于点 F，作OE MF ，易知 OE为

所得圆锥的高，底面的半径为 r EF 求解.

【解析】如图所示：

易知球心 O为正方体的中心，连接 BD与 AC交于点 F，

作OE MF ，易知 AC 面 1 1B BDD ，则 AC OE ，

又 MF AC F  ,所以OE 平面 ACM ，则 OE为所得圆锥的高，

又
1 2 6

33

OF OM
OE

MF

 
   ，

圆锥的底面的半径为
 

       
 

2

2 2 2 6 3
1

3 3
r EF OF OE ，

所以圆锥的体积为

2

1 3 6 6

3 3 3 27
V


 

     
 

，

故答案为：
6

27
 .

7.【答案】
6 6 10 2 π

3


【解析】如图，设方锥底面的中心为O，
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则在Rt ABC△ 中， 2 2AC  ，所以 2AO CO  ，

在Rt PAO△ 中， 2PO  ，

所以方锥的体积为
4 2

3
，

设方锥内切球的半径为 r，

而方锥的表面积为 21 34 4 2 4 4 3
2 2

      ，

由等体积法可得  4 2 1 4 4 3
3 3

r   ，

解得
6 2

2
r 
 ，

体积为

3
4 6 2 6 6 10 2π π
3 2 3

  
  
 

.

故填：
6 6 10 2 π

3
 .

8.【答案】B

【解析】∵正三棱柱有一个半径为 3cm的内切球，则正三棱柱的高为 2 3 cm，

底面正三角形的内切圆的半径为 3 cm，

设底面正三角形的边长为 a cm,则 3 1 3
2 3
a  ，解得 6a  cm，
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∴正三棱柱的底面面积为
1 36 6 9 3
2 2
    cm2，

故此正三棱柱的体积 V＝9 3 2 3 54  cm3．故选：B．

专题 64 几何体被球所截的截痕

【方法点拨】

空间想象能力历来是立体几何考察之重点,几何体被球所截的截痕要弄清是圆弧还是圆,其

圆心、半径是什么？具有对称性吗？

【典型题示例】

例 1 在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中，以 A为球心半径为
2 3

3
的球面与正方

体表面的交线长为___________．

【答案】
5 3

6


【解析】如图，

球面与正方体的六个面都相交，所得的交线分为两类：

一类在顶点A 所在的三个面上，即面 1 1AA B B、面 ABCD和面 1 1AAD D上；

另一类在不过顶点A 的三个面上，即面 1 1BBCC、面 1 1CC D D和面 1111 DCBA 上．
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在面 1 1AA B B上，交线为弧 EF 且在过球心A 的大圆上，

因为
2 3

3
AE  ， 1 1AA  ，则 1 6

A AE 
  ，同理

6
BAF 

  ，

所以
6

EAF 
  ，故弧 EF 的长为

2 3 3
3 6 9

   ，而这样的弧共有三条．

在面 1 1BBCC上，交线为弧 FG且在距球心为 1 的平面与球面相交所得的小圆上，此时，小

圆的圆心为B ，半径为
3

3
，

2
FBG 

  ，所以弧FG的长为
3 3

3 2 6
   ，这样的弧

也有三条，

于是，所得的曲线长为
3 3 5 33 3

9 6 6
      ，故答案为

5 3
6

 .

例 2 正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 棱长为 2，E是棱 AB的中点，F 是四边形 1 1AAD D内一点（包

含边界），且
3
4

FE FD  
 

，当三棱锥 F AED 的体积最大时，EF 与平面 1 1ABB A 所成角的

正弦值为（ ）

A．
2
3 B． 5

3
C． 2 5

5
D．

5
2

【答案】A

【分析】建立空间直角坐标系，设出  0, ,F m n ，利用向量的数量积

2 2 32
4

FE FD m m n     
 

，
2 2 1( 1)

4
m n   ，故点F 的轨迹  0,1,0 为圆心，

1
2
为

半径的圆，当体积最大值求得
10,1,
2

F  
 
 

，从而得到 EF 与平面 1 1ABB A 所成角的正弦值.

【解析】如图，以 A为坐标原点，AB，AD， 1AA 所在直线分别为 , ,x y z轴，建立空间直角坐

标系，
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则  0,0,0A ，  1,0,0E ，  0, 2,0D ，设  0, ,F m n ，    0,2 , 0,2m n  ，

则     2 2 31, , 0, 2 , 2
4

FE FD m n m n m m n           
 

，

由于 ADES 为定值，要想三棱锥 F AED 的体积最大，则 F到底面 ADE的距离最大，

其中  22 23 12 1
4 4

n m m m        ，

所以当 1m  时， 2n 取得最大值
1
4
，

因为  0, 2n ，

所以 n的最大值为
1
2 ，

所以
10,1,
2

F  
 
 

，
11,1,
2

EF    
 


，

平面 1 1ABB A 的法向量  1 0,1,0n 


，

所以 EF 与平面 1 1ABB A 所成角的正弦值为
1

1
1

1 2cos ,
311 1

4

EF n
EF n

EF n


  

  

 
 

 

故选：A

说明：

本题也可利用极化恒等式求解，请参考本系列讲座极化恒等式部分.
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【巩固训练】

1. 在棱长为 1 的正方体 1 1 1 1ABCD ABC D 中，以 A 为球心半径为 3 的球面与正方体表面

的交线长为___________．

2.正三棱锥 P ABC 中， 2 4 2PA AB  ，点 E在棱 PA上，且 3PE EA ，已知点

P A B C、 、 、 都在球O的表面上，过点E作球O的截面 ，则 截球O所得截面面积的最小

值为___________.

3.某四棱锥的底面为正方形，顶点在底面的射影为正方形中心，该四棱锥所有顶点都在半径

为3的球O上，当该四棱锥的体积最大时，底面正方形所在平面截球O的截面面积是（ ）

A． B． 4 C．8 D． 9

4.已知球 O是正三棱锥 A-BCD（底面是正三角形，顶点在底面的射影为底面中心）的外接

球，BC=3，AB= 2 3，点 E在线段 BD上，且 BD=3BE．过点 E作球 O的截面，则所得截

面面积的最小值是（ ）

A．2 B．3 C． 4 D． 5

5.已知正六棱柱 1 1 1 1 1 1ABCDEF A BC D E F 的棱长均为 3 ，点 P在棱 1AA 上运动，点Q在底面

ABCDEF内运动， 2PQ  ，R为 PQ的中点，则动点R的轨迹与正六棱柱的侧面和底面围

成的较小部分的体积为（ ）

A． 2
24
 B． 2

18
 C． 2

12
 D． 2

3


6.四棱锥P OABC 中，底面OABC是正方形，OP OA ，OA OP a  ．D是棱OP上的一

动点，E是正方形OABC内一动点，DE的中点为Q，当DE a 时，Q的轨迹是球面的一部

分，其表面积为3 ，则 a的值是（ ）

A． 2 3 B． 2 6 C． 33 6 D．6
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【答案或提示】

1.【答案】
3
2


【提示】解法同例 1.

2.【答案】3

【提示】通过补体把正三棱锥补成正方体，则正方体的体对角线为外接球直径,求出 OE =3，

当 OE⊥平面时，平面截球 O 的截面面积最小，此时截面为圆面，从而可计算截面的半

径，从而推导出截面的面积.

3.【答案】C

【分析】作出图形，可知四棱锥 P- ABCD为正四棱锥，由勾股定理可得出  2 23 2 9h a  

分析得出 3h  ，利用三角换元，可设 3 3cosh   ， 2 3sina  ，其中 0,
2
   

 
，从而

建立体积的目标函数，利用导数求出取最大值时对应的的值，求出
2 2sin

3
  的值，可得

出 3sin 2 2AE   ，进而可求截面面积是 2 8AE  得结果.

4.【答案】A

【提示】O 1是 A在底面的射影，求出底面外接圆的半径和几何体外接球的半径，利用余弦

定理求出 O 1E=1，当截面垂直于 OE 时，截面面积最小，求出截面圆的半径即得解.

5.【答案】B

【分析】根据题意，可判断出动点 R的轨迹为球，结合球的体积公式，即可求解.

【解析】由直角三角形的性质得
2

2
AR  ，

所以点 R在以A 为球心，半径是
2

2
的球面上运动，

因为
2
3

BAF 
  ，所以动点 R的轨迹与正六棱柱的侧面和底面围成的较小部分

1
6
球，

其体积为

3
1 4 2 2
6 3 2 18


 

   
 

.

故选：B.

6.【答案】B
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【分析】首先假设OP OC ，将四棱锥 P OABC 放在正方体中，然后根据直角三角形斜边

中线等于斜边的一半求得
1
2

OQ a ，得到点Q的轨迹，最后根据题意列出方程求出 a的值 .

【解析】由题意不妨设OP OC ,又OP OA ，底面OABC是正方形，

所以可将四棱锥P OABC 放在一个正方体内，

所以DO 面OABC，又OE 面OABC，

则DO OE ，又DE的中点为Q，

所以
1 1
2 2

OQ DE a  ，

即Q的轨迹是以O为球心，
1
2

OQ a 为半径的球，且点Q恒在正方体内部，

又因为 8 个一样的正方体放在一起，点Q的轨迹就可以围成一个完整的球，

所以Q的轨迹是以O为球心，
1
2

OQ a 为半径的球的
1
8
球面，

所以
21 14 3

8 2
a    

 
，解得 2 6a  ，

故选：B.

专题 65 三个分布的期望、方差与性质的运用

【方法点拨】

1.如果 X～B(n，p)，那么 E(X)＝np，D(X)＝np(1－p)．

如果 X～H(n，M，N)时，E(X)＝nM
N

．
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如果 X～N(μ，σ2)，则 E(X)＝μ，D(X)＝σ2.

2. E(aX＋b)＝aE(X)＋b.

D(aX＋b)＝a2D(X)．

【典型题示例】

例 1 购买某种意外伤害保险，每个投保人年度向保险公司交纳保险费 20 元，若被保险人

在购买保险的一年度内出险，可获得赔偿金 50 万元.已知该保险每一份保单需要赔付的概率

为
510
，某保险公司一年能销售 10 万份保单，且每份保单相互独立，则一年度内该保险公

司此项保险业务需要赔付的概率约为____________；一年度内盈利的期望为___________万

元.（参考数据：  
51051 10 0.37  ）

【答案】0.63，150

【分析】根据题意知，保险公司此项保险业务就是概率为
510
，试验次数为 10 万的独立重

复实验，设随机变量 X为一年度内出险的人数，则 5 5(10 ,10 )X B  .一年度内该保险公司

此项保险业务需要赔付的概率即求 ( 1)P X  ，转化为对立事件 ( 1) 1 ( 0)P X P X    ，

再结合贝努力概型公式即可. 一年度内盈利的期望转化为求随机变量 X的期望再使用数学

期望的性质立得.

【解析】设随机变量 X为一年度内出险的人数，则 5 5(10 ,10 )X B 

所以    5

50 15
1

50
0

0
10 1 10 1 0.37 0.( 1) 1 ( 0 1 63)P X P X C          

故一年度内该保险公司此项保险业务需要赔付的概率约为0.63

设，随机变量 Y为一年度内盈利的金额（万元），则 200 50Y X 

因为   5 510 10 1E X   

所以根据数学期望的性质得    200 50 150E Y E X  

故保险公司一年度内盈利的期望为 150 万元.

例 2 为预防新冠肺炎，需做好个人的防护与自我检测，倡导个人每天做好体温检测工

作．我国某体温仪生产厂商在加大生产的过程中，严格管控质量，随机做好体温仪质量抽检
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工作．该厂质检人员从某天所生产的体温仪中随机抽取了 100 个，依据质检指标值分成

[10,20) ，[20,30)，[30,40) ，[40,50) ，[50,60]五组，并制成如下的频率分布直方图．

为节省检测成本，现采用混装的方式将所有的体温仪按 200 个一箱包装．已知一个一级体温

仪的利润是 20 元，一个特等体温仪的利润是 15 元，以样本分布的频率作为总体分布的概率，

试估计每箱体温仪的利润为 ．

【答案】3750 元.

【分析】设一箱体温仪中一级体温仪有Y 个，每箱体温仪的利润为 Z元，利用二项分布的期

望公式，期望的性质计算作答.

【解析】设每箱产品中一级体温仪有Y 个，每箱体温仪的利润为 Z元，

则每箱特等体温仪有 (200 )Y 个，因此 20 15(200 ) 3000 5Z Y Y Y     ，

由频率分布直方图知，质量指标值低于 40 的频率为 0.75，质量指标值不低于 40 的频率为

0.25，任抽一个体温仪，为一级体温仪的概率是
3
4
，

故
3(200, )
4

Y B ，则
3( ) 200 150
4

E Y    ，

所以 ( ) (3000 5 ) 5 ( ) 3000 3750E Z E Y E Y     （元），即每箱体温仪的利润大约为 3750 元．

【巩固训练】

1. 有 9 本不同的书，其中语文书 2 本，英语书 3 本，数学书 4 本.现从中随机拿出 2 本，记

拿出数学书的本数为 X ，则（ ）

A．   12
6

P X   ， ( )
2
3

E X = B．   12
3

P X   ，   8
9

E X 
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C．   12
6

P X   ，   8
9

E X  D．   12
3

P X   ， ( )
2
3

E X =

2. 袋中有大小完全相同的 7 个白球，3 个黑球.若甲每次抽取 1 个球，一共抽取 4 次，记录

好球的颜色后再放回袋子中，等待下次抽取，且规定抽到白球得 10 分，抽到黑球得 20 分，

记 X 为甲总得分，则  E X = .

    340 10 40 10 4 52
10

E X E Y       .

3.袋中有 10 个大小相同的球，其中 6 个黑球，4 个白球，现从中任取 4 个球，记随机变量 X

为其中白球的个数，随机变量 Y为其中黑球的个数，若取出一个白球得 2 分，取出一个黑

球得 1 分，随机变量 Z为取出 4 个球的总得分，则下列结论中正确的是（ ）

A.
97(| 6 | 1)

105
P Z    B. ( ) ( )E X E Y

C. ( ) ( )D X D Y D.   28
5

E Z 

【答案或提示】

1.【答案】C

【解析】由题意知  2,4,9X H ，

2
4
2
9

1( 2)
6

CP X
C

   ，
8( )
9

E X  ，故选：C

2.【答案】52

【解析】设 4 次取球取得黑球数为Y ，则 40 10X Y  ，且
3~ 4,

10
Y B 

 
 

3.【答案】ACD

【分析】利用超几何分布的性质，及超几何分布的期望求解公式逐项验证.

【解析】由题意知 X，Y均服从于超几何分布，且 4X Y  ， 2Z X Y  ，
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故

4
4 6

4
10

( ) ( 0,1,2,3,4)
k kC CP X k k
C



   ；

从而
97( 6 1) 1 ( 4) ( 8) 1 (X 4) P(X 0)

105
P Z P Z P Z P             ，故选项 A

正确；

4 8( ) 4
10 5

E X    ，
12( ) 4 ( )
5

E Y E X   ， ( ) (4 ) ( )D X D Y D Y   ，故选项 B 错误，

C 正确；

28(Z) 2 ( ) ( )
5

E E X E Y    ，故选项 D 正确；

故选：ACD.

专题 66 递推法求解概率

【方法点拨】

在概率的背景下，得到递推关系，综合运用数列中的方法，诸如待定系数法、叠加法等

求解通项公式进一步求解问题.

【典型题示例】

例 1 （2022·江苏徐州期末·22 改编）为抢占市场，某品牌电动汽车近期进行了一系列

优惠促销方案．销售公司现面向意向客户推出“玩游戏，赢大奖，送汽车模型”活动，客户可

根据抛掷骰子向上的点数，遥控汽车模型在方格图上行进，若汽车模型最终停在“幸运之神”

方格，则可获得购车优惠券 2 万元；若最终停在“赠送汽车模型”方格，则可获得汽车模型一

个．方格图上标有第 0 格、第 1 格、第 2 格、…、第 20 格．汽车模型开始在第 0 格，客户

每掷一次骰子，汽车模型向前移动一次．若掷出 1，2，3，4 点，汽车模型向前移动一格（从

第 k格到第 1k  格），若掷出 5，6 点，汽车模型向前移动两格（从第 k格到第 2k  格），

直到移到第 19 格（幸运之神）或第 20 格（赠送汽车模型）时游戏结束．设汽车模型移到第

 1 19n n  格的概率为 nP ．则 19P = ；若有 6 人玩该游戏，每人一局，则这 6

人获得优惠券总金额的期望为 （结果精确到 1 万元）．
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【 分 析 】 根 据 规 则 得 到 递 推 关 系 1 2
2 1
3 3n n nP P P   ， 使 用 待 定 系 数 法 求 得

 1 1 2
1
3n n n nP P P P      ，即 1n nP P  是以

1
9
为首项，公比为

1
3

 的等比数列，求出

2

1
1 1
9 3

n

n nP P



     
 

，再使用叠加法求出通项公式.

【解析】由题意知， 1
2
3

P  ， 2
2 2 1 7
3 3 3 9

P     ．

汽车模型移到第  3 19n n  格的情况是下列两种，而且也只有两种：

①汽车模型先到第 2n 格，又掷出 5，6 点，其概率为 2
1
3 nP  ；

②汽车模型先到第 1n 格，又掷出 1，2，3，4 点，其概率为 1
2
3 nP  ．

所以 1 2
2 1
3 3n n nP P P   ，

则  1 1 2
1
3n n n nP P P P      ，且 2 1

7 2 1
9 3 9

P P   

所以数列 1n nP P  是以
1
9
为首项，公比为

1
3

 的等比数列，

所以

2

1
1 1
9 3

n

n nP P



     
 

， 2n  ．

所以      1 2 1 3 2 1n n nP P P P P P P P        

0 1 22 1 1 1 1
3 9 3 3 3

n                    
       



1

1
11

2 1 3 1 13
13 9 4 12 31
3

n

n




                  
 

， 2n  ．

所以

18

19
3 1 1
4 12 3

P     
 

．

设玩游戏的 6 人中有 X人获得优惠券，则  19~ 6,X B P ，
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所以这 6 人获得优惠券总金额的期望值为

18

19
12 6 9 9
3

P      
 

（万元）．

【巩固训练】

1. 从原点出发的某质点M ，按向量  0,1a 


移动的概率为
2
3
，按向量  0,2b 


移动的概率

为
1
3
，设M 可到达点  0,n 的概率为 nP ，则 nP 的表达式为 .

2.某人玩硬币走跳棋的游戏，已知硬币出现正反面的概率都是
1
2
，棋盘上标有第 0 站、第 1

站、第 2 站、、第 100 站.一枚棋子开始在第 0 站，棋手每掷一次硬币，棋子向前跳动

一次，若掷出正面，棋子向前跳一站(从k到 1k  )；若掷出反面，棋子向前跳两站(从k到

2k  )，直到棋子跳到第 99 站(胜利大本营)或跳到第 100 站(失败集中营)时，该游戏结束.设

棋子跳到第n 站的概率为 nP = ，玩该游戏获胜的概率为 .

3. 一种掷骰子走跳棋的游戏：棋盘上标有第 0 站、第 1 站、第 2 站…第 100 站，共 101 站，

设棋子跳到第 n站的概率为 Pn，一枚棋子开始在第 0 站，棋手每掷一次骰子，棋子向前跳

动一次．若掷出奇数点，棋子向前跳一站；若掷出偶数点，棋子向前跳两站，直到棋子跳到

第 99 站(获胜)或第 100 站(失败)时，游戏结束(骰子是用一种均匀材料做成的立方体形状的

游戏玩具，它的六个面分别标有点数 1,2,3,4,5,6)．则玩该游戏获胜的概率为 ．

【答案或提示】

1.【解析】易得

2

1 2
2 2 1 7,
3 3 3 9

P P
     
 

M 到达点  0, 2n  有两种情况：

1 从点  0, 1n  按向量  0,1a 


移动，即    0, 1 0, 2n n   ；

2 ②从点  0,n 按向量  0,2b 


移动，即    0, 0, 2n n 
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 2 1 2 1 1
2 1 1,
3 3 3n n n n n n nP P P P P P P           

数列 1n nP P  是以 2 1P P 为首项，
1
3

 为公比的等比数列.

 
1 1 1

1 2 1 1
1 1 1 1 1,
3 9 3 3 3

n n n n

n n n nP P P P P P
  

 
                         
       

又      
1 2

1 1 1 2 2 1
1 1 1
3 3 3



  
                        
     

  
n n

n n n n nP P P P P P P P

11 11
12 3

          
     

n

1

1
1 1 3 1 11

12 3 4 4 3

n n

nP P
                    

       

2.【答案】  
12 11 0,1,2,3 99

3 2

       
   


n

nP n ，
1002 11

3 2
    

   

【解析】棋子开始在第 0 站为必然事件， 0 1P  .

第一次掷硬币出现正面，棋子跳到第 1 站，其概率为
1
2
， 1

1
2

P  .

棋子跳到第 2 站应从如下两方面考虑：

①前两次掷硬币都出现正面，其概率为
1
4
；

②第一次掷硬币出现反面，其概率为
1
2

.

2
1 1 3
4 2 4

P    .

棋子跳到第  2 99n n  站的情况是下列两种，而且也只有两种：
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①棋子先到第 2n  站，又掷出反面，其概率为 2
1
2 nP  ；

②棋子先到第 1n  站，又掷出正面，其概率为 1
1
2 nP  .

 2 1 1 1 2
1 1 1,
2 2 2n n n n n n nP P P P P P P            .

故当1 99n  时，数列 1n nP P  是首项为 1 0
1
2

P P   ，公比为
1
2

 的等比数列.

2 3

1 2 1 3 2 1
1 1 1 11 , , , ,
2 2 2 2

n

n nP P P P P P P 
                      
     

 .

以上各式相加，得

21 1 11
2 2 2

n

nP
                 
     

 ，

 
2 11 1 1 2 11 1 0,1,2,3 99

2 2 2 3 2

n n

nP n
                            

         
 

获胜的概率为
100

99
2 11
3 2

P
     

   
，

失败的概率
99 99

99 98
1 1 2 1 1 11 1
2 2 3 2 3 2

P P
                  

         
.

3.【答案】
2
3

1－ 1
2100

【解析】棋子开始在第 0 站是必然事件，所以 P0＝1.

棋子跳到第 1 站，只有一种情形，第一次掷骰子出现奇数点，其概率为
1
2
，所以 P1＝

1
2
.

棋子跳到第 2 站，包括两种情形，①第一次掷骰子出现偶数点，其概率为
1
2
；②前两次掷骰

子都出现奇数点，其概率为
1
4
，所以 P2＝

1
2
＋

1
4
＝

3
4
.

棋子跳到第 n(2≤n≤99)站，包括两种情形，①棋子先跳到第 n－2 站，又掷骰子出现偶数点，
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其概率为
1
2
Pn－2；

棋子先跳到第 n－1 站，又掷骰子出现奇数点，其概率为
1
2
Pn－1.

故 Pn＝
1
2
Pn－2＋

1
2
Pn－1(2≤n≤99，n∈N*)．

所以 Pn－Pn－1＝－
1
2

(Pn－1－Pn－2)．

又因为 P1－P0＝－
1
2
，

所以{Pn－Pn－1}(n＝1,2，…，99)是首项为－
1
2
，公比为－

1
2
的等比数列．

Pn－Pn－1＝－
1
2
－

1
2 n－1＝

－
1
2 n.

所以 P99＝(P99－P98)＋(P98－P97)＋…＋(P1－P0)＋P0＝
－

1
2 99＋

－
1
2 98＋…＋

－
1
2 ＋1

＝

－
1
2 1－

－
1
2 99

1－
－

1
2

＋1＝2
3

1－ 1
2100 .

所以玩该游戏获胜的概率为
2
3

1－ 1
2100 .
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